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ВВОДНАЯ 
СТАТЬЯ 


Настоящий перевод Ньютона сделан с латинского издания Кастильона! и снаб- 
жен мною обширными комментариями. После того как перевод был закончен, я сличил 
его в некоторых местах с французским и немецким переводами, которыми я располагал, 
аа именно: перевод „Метода флюксий“ — с переводом Бюффона?, „Рассуждение о квадра- 
‘туре кривых“ и „Метод разностей“ — с перёводами Ковалевского 3. 

Из первого тома „Оризеща“ издания Кастильона я взял не все; я исключил 
его введение, затем биографию, недостаточно ярко написанную. 

Я нашел также излишним помещать все письма Ньютона и выбрал только те, 
из них, которые непосредственно относятся к математике и по своей конструкции 
приближаются к типу научной статьи. Таковы знаменитые два письма к Ольденбургу 
[Оризе. Х, ХТ (Ш)] и очень важное письмо Валлиса (Оризе. ХШ), дающее изложение 
мыслей Ньютона. 

Наиболее значительной из помещенных в настоящей книге работ Ньютона 
является „Метод флюксий“. Определить влияние „Метода флюксий“ на развитие 
математической мысли того времени довольно трудно. Было бы неправильно ставить 
в тесную от нее зависимость необыкновенно быстрый прогрессе анализа бесконечно 
малых, так как эта работа была опубликована только после смерти Ньютона, когда фор- 
мальный аппарат диференциального и интегрального исчислений благодаря работам 
братьев Бернулли уже находился на ступени развития, значительно превышающей те 
совершенно элементарные операции, которые мы находим в „Методе флюксий“ Ньютона. 
Но, е другой стороны, было бы большой ошибкой совершенно исключить эту работу. 
из числа тех, которые руководили математической мыслью того времени. Прежде всего 
значительная часть содержания этой работы входит в книги, опубликованные уже во 
время Ньютона, так что теория флюксий стала известна раньше опубликования „Метода 
флюксий“; например, книга по теории флюксий Чейна* вышла раньше теории флюк- 


1 Тзаасё Меифот, Оризсйа шафпета& са, рЬПозорЬ1са её рьПо10о21са, %. Г, Гайзаппае её 
‘Сепеуае 1744. (Математике посвящен т. 1.) 

2 №ешюп, Т.а. т6о4е дез Нах1отз, 1740, &$га4. ВаНол. 

3 Меизот, АБвапа1апе ЦЪег @е Опадгафиот 4ег Кигует, 1704. ОЪ. уоп @. Комаемз 1, 
е1р71> 1908. 

3 Меифот, Софез, Фаизв, ЛасоЪз. ОЪ. уоп ©. КомаЛежмз Е, 1.е1р21е 1911. 
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сий самого Ньютона. О флюксиях, далее, можно было узнать из „Математических. 
начал натуральной философии“ и из „Рассуждения о квадратурах“. Затем следует 
учесть и деятельную переписку Ньютона, которая содержала наиболее существенные 
элементы теории флюкеий, а также то, что его письма не оставались тайной для многих 
математиков. Наконец, „Метод флюкеий“ содержит, кроме формального аппарата 
анализа, в отношении которого можно действительно считать опубликование запоздав-- 
шим, еще богатый комплекс идей, с помощью которых обосновываются операции 
анализа и которые имели очень важное значение для эволюции основных понятий анализа, 
бесконечно малых, предетавляя переходную ступень от точки зрения актуально бес- 
конечно малых к точке зрения потенциально бесконечно малых, т. е. к теории пределов. 

Последним главным образом и объясняется интерес к этой работе, вызванный. 
во Франции переводом ее, вделанным Бюффоном. 

Необходимо сказать несколько слов,о судьбе этой работы. Ньютон, написавший. 
ее в промежутке 1664—1671 гг., обнаружил крайнюю нерешительность в отношении 
ее опубликования. Что лежало в основе этой нерешительности? Сейчас трудно решить 
этот вопрое. Ньютон еперва намеревался поместить свою работу в исправленной, но- 
не переизданной им „Алгебре“ голландекого математика Кинкгуйзена. Много позже: 
`Пембертон получил у Ньютона согласие на напечатание „Метода флюксий“. Однако. 
и этого не удалоеь осуществить. Смерть Ньютона наступила раньше, чем эта работа 
была опубликована. И весе же судьба „Метода флюкесий“ оригинальна. Ньютон, пре- 
красно владея ‘латынью (как бакалавр словесных наук), пишет работу на латинском 
языке. В то время для знающих латынь было легче писать на латинском языке, так 
как именно на этом языке, а не на французском или английском, существовала 
хорошая, вполне фиксированная математическая терминология. Но это верно только» 
для лиц, хорошо знающих латынь. Вышло же так, что рукопись Ньютона попала 
в руки ВКользону, который недостаточно хорошо владел латынью, и хотя мог хорошо 
переводить с латинского на английский, но затруднялея переводить обратно с англий- 
ского на латинский. Решив издать ценную работу Ньютона со евоими большими ком- 
ментариями, Кользон освободил себя от трудной работы перевода этих комментариев. 
с английского на латинский и перевел книгу на английский язык. 

Следующий издатель „Матода флюксий“ уже располагал не латинской руко- 
писью Ньютона, а только английским переводом. Бюффон сделал перевод на француз- 
ский ЯЗЫК не с латинекого, а с английского языка. Кастильон перевел ее с английского. 
опять на латинский. Однако нет никакого сомнения, что именно этот латинский, 
& не английский перевод, должен быть взят для перевода на русский язык, так как 
латинский перевод в некотором отношении является исправлением английского, 
именно веледетвие указанной выше большей определенноети и фиксированности латин- 
Свой математической терминологии. | 

Главное содержание „Анализа с помощью уравнений с бесконечным числом 
членов“ входит целиком в „Метод флюксий“. Для историка эта маленькая работа 
представляет интерес как первоначальная форма,‘в которой появилась теория флюк- 
сий, а также и для изучения хода мысли самого Ньютона. И эта работ, так же как 
и „Метод флюксий“, не была во-время опубликована. Написав „Метод флюксий“, 
Ньютон уже не считал нужным опубликовывать эту работу. Издана она была в 1711 г.. 
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Говоря 0 математических работах Ньютона, нельзя не коснуться их общего 
характера. 

Как ни велики заслуги Ньютона в чистой математике, но они меньше, чем 
в прикладной. У Ньютона на первом плане стояло исследование природы, и уже на 
втором — абстрактная наука. Наибольшей его заслугой в области чистой математики 
является открытие исчисления бесконечно малых, которое он разделил с Лейбницем. 

Было бы неправильно приписывать Ныотону все основные идеи анализа. 
Конечную величину как сумму бесконечного числа бесконечно малых уже рассматри- 
вал Веплер, а конечная величина как отношение бесконечно малых мыслилась Декар- 
том, Ферма и Паскалем. 

Под исчислением бесконечно малых мы должны разуметь не эти основные 
идеи анализа, которые могут ‚(быть использованы без диференцирования и интегри- 
рования, & именно исчисление, технику вычислений, основанную на этих идеях. 

Эта могучая техника, позволяющая на клочке бумаги решить, например, архи- 
медову задачу об определении площади сегмента параболы — одну из труднейших 
задач античной математики, — начинается с момента приведения определения предела 
суммы бесконечно малых, выражающей площаль, к задаче, обратной диференциро- 
ванию, или на современном (не ньютоновеком) языке, — с момента установления зави- 
симости определенного интеграла 


[2 
| Г (2) ах 


от неопределенного интеграла, определяющейеся формулой 


[1] 
[ Е) 4х = [в (2), 
где " 


о (2) = [1(2) 4х. 


Можно сказать, что эта простая идея является центральной и наиболее важ- 
ной в теории флюксий Ньютона. До него площадь и длину дуги рассматривали только 
как суммы бесконечно малых (конечно, актуальных). | 

Суммы эти старались определить, пользуясь искусственными методами сумми- 
рования. Ньютон же избегал этого суммирования, заменяя его нахождением перво- 
образной функции, а задача эта в простейших случаях решается проето © помощью 
таблицы производных простейших функций. 

Техника нахождения по флюэнтам флюксий и по флюксиям флюэнт, т. е. дифе- 
ренцирования и интегрирования, представляется у Ньютона в сравнении с эйлеров-' 
скими! методами очень примитивной. Но тем не менее она представляет большой 
шаг вперед по сравнению с методом, которым полезовались математики до Ньютона. 


1 Г. Ещет, оз баопез СасиаИ ТбесгаНв, 1768—1710. 
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Здесь следует отметить некоторую невязку в его обосновании тех или иных операций 
и некоторых его идей, в которых частично предвосхищается современное исчисление 
потенциально бесконечно малых. Производная у по х, которая у Ньютона является 


отношением флюксий *^, т. е. скоростей изменения у их (м нашему производных 
ия 

Чу ах . . 

1 Е 2 |› Находитея заменой в уравнении, связующем уи 2, у через у-[- уо, 


х через ж- хо, где о означает момент времени. В уравнении, получаемом после вычи- 
тания данного уравнения и после разделения на о, просто вычеркиваются члены, 
содержащие еще о. Собетвенно говоря, эти операции вполне аналогичны тем, кото- 
рые ветречаютея, скажем, у Ферма, и обоснованы они тем же принципом исчезно- 
вения бесконечно малого перед конечным. Но у Ферма нет производной (по Ньюто- 
ну — флюксии), и поэтому у Ферма нельзя еще видеть диференцирования. Операции 
Ферма, можно сказать, случайны. Они не выводятея из общих понятий. Только 
Ньютон определенным образом сознает приводимость основных задач геометрии 
и механики к задачам о нахождении флюксий (производных) и флюэнт (первообраз- 
ных) и намечает общую схему дальнейших исследований анализа бесконечно малых. 

Проблему интегрирования Ньютон не ставит как проблему интегрирования 
< помощью элементарных транецендентных функций, так как их еще нет в современ- 
ном анализе. Даже логарифм определяется чисто геометрически, и символа его 
нет среди символов, которыми оперирует анализ. Ньютон и его современники ста- 
раютея выразить интегралы только алгебраически. У них нет уверенности и в том, 


ах 
что [ > не выражается алгебраически, но, не будучи в состоянии выразить его 


алгебранчески, они, полагая х=а--у, выражяют его с помошью разложения по 
степеням у. 

Следует отметить, что конструктивная точка зрения вообще чужда Ньютону, 
чего нельзя сказать о Лейбнице. Первый так же мало интересуется построением 
интеграла с помощью алгебраических функций, как и решением уравнений в ради- 


калах. 
Можно отметить три эПехи, которым отвечают различные точки зрения на 


анализ. У Ньютона и его современников, для которых чистая математика является 
орудием вычисления, причем грубого, примитивного, не ставящего вопроса о степени 
приближения этого вычисления, — выдвигается чисто вычислительная точка зрения 
и требуется определение разложения, дающего последовательные приближения 
функции для данного значения переменного. Эта точка зрения у Эйлера заменяется 
вполне определенно другой, при которой вычисления и вывод сочетаются во 
сведением более сложных функций к более простым. Это — конструктивная 
точка зрения. Наконец, в современную эпоху выступает чисто функциональ- 
ная точка зрения, при которой весь интерес сосредоточиваетея на общих 
свойствах функций, определяемых из сходящихся и асимптотических разложений. 
Ньютон доволен, когда интеграл диференциального уравнения выражен степенным 
разложением, с помощью которого он его и вычисляет. Эйлер ищет выражения его 
в конечном виде в элементарных трансцендентных функциях или в квадратурах. Он 
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приготовляет выражение, которое давало бы возможность и вычиелить и определить 
законы чието числового характера. А Пуанкаре исследует особенные точки интеграла, 
он интересуется не числовыми законами, но общим характером различных изучаемых 
объектов и не только метрического, но и топологического рода. Иеследуется ли 
определение площади или просто решается уравнение, определяющее у через х, 
Ньютон везде пользуется разложением у в ряд по степеням х. Метод разложения, 
правда, не вполне совпадает со способом неопределенных коэфициентов. Подета- 
новка в 


| (а, У) =0 (1) 
вместо 9 разложения 

а --ах-- в --... (2) 

п приравнивание нулю коэфициентов в результате: А, -- 4А,2-- А.2?--...=0 для 

определения а, а, ао, ....-—-можно сказать, вполне соответствует духу Ньютона. 


В настоящее время все это предетавляется очень простым. Если уравнение (1) не 
удовлетворяется разложением вида (2), если нельзя получить а; так, чтобы А, ==0, 
то приходится это разложение заменять другим, уже с дробными степенями. Это 
Ньютон вполне сознает и дает метод определения показателя, т. е. целых чисел в, у 
в разложении 
.. 1 2 

ит (Ни "+... (3) 
известный под названием параллелограма Ньютона... Каждому математику хорошо 
знакомо, какую роль сыграл этот параллелограм в теории алгебраических функций 
(этим мы больше всего обязаны В. `Пьюзэ), теории, которая лежит в основе одного 
из прекраснейших отделов анализа, — теории абелевых интегралов и абелевых функ- 
ций, связанной с разнообразными и внешне, как будто, совершенно от нее оторван- 
ными отделами анализа. 

Но ньютонов способ разложения в ряды заключает в себе больше чем одну 
вычислительную технику. Здесь мы должны видеть наряду с двумя первыми прин- 
ципами еша третий принцип анализа. Величина конечная мыслится иногда как 
отношение бесконечно малых, иногда как сумма бесконечно большого чиела бес- 
конечно малых. Но ее можно еще мыслить как сумму бесконечного числа убывающих 
конечных величин, так что только бесконечно удаленные слагаемые будут бесконечно 
малы. Если нельзя сказать, что Архимед мыслил именно так, то все же его метод 
исчерпывания в применении к определению площади сегмента параболы выявляет 
точку зрения, которая по создании алгебраического аппарата должна была привести 
к бесконечным рядам. Архимед имеет дело с последовательным сложением убывающих 
по величине плошадей некоторых вписываемых в сегменты треугольников. Это ело- 
жение дает последовательные приближения и, исходя из него, с помощью апагоги- 
ческого доказательства метода исчерпывания, можно получить точное значение 
площади. Именно ряды больше всего подводят математическую мыель к потенциально 
бесконечно малому. Ньютон им еще не овладел вполне, но подошел к нему близко. 
Разности между величиной, определяемой рядом и суммой членов этого ряда, у него 
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нет, но она готова уже сделаться таким бесконечно малым. И ближе всего к этому 
Ньютон подходит в евоем методе решения уравнений. От грубого приближения 2, =4 
для корня уравнения ] (1) =0 он идет к лучшим, полагая 7, =@-—-у и отбрасывая 
в уравнении 


бо у-Е У... =0 


все члены высшего, чем первый, порядка, т. е. члены 65/2 6.у3--... Формула Тэй- 
лора, еще неизвестная Ньютону, позволяет представить метод Ньютона в обычной 
для нае форме. 

Я уже говорил, что понятие предела выросло из ньютоновых идей. Конечно, было 
бы большой ошибкой утверждать, что у Ньютона уже имелось понятие предела 
в современном смысле. Это понятие возникло в полной своей определенности только 
в середине ХУШ в. Но бесепорно, что у Ньютона есть кое-что, чего нет в философеко- 
математической мысли рационалистов ХУП в. В этом отношении он идет дальше 
Лейбница, у которого понятие предела выступает лишь в чисто метафизичееком 
смыеле!. Прежде всего у него выступает понятие переменного, хотя и изменяющегося 
только во времени. Универсальным переменным является, таким образом, время. Еще 
смутная идея предела и приближающейся к нему переменной в сочетании с актузаль- 
ной бесконечностью, крепко продолжающей владеть умами этой эпохи, порождают 
понятие предела, но не в форме Даламбера, а в особой форме, которая у Ньютона 
подвергается математизации. Некоторый объект, причем вовее не обязательно величина, 
изменяется. Конечный результат изменения А достигается в бесконечном во времени 
процессе. При этом то время, в продолжение которого совершается этот процесс, 
мыслится как актуально бесконечный промежуток времени. Предел А мыслится 
достигнутым. 4 и рассматривается как одна из форм, последняя форма изменяющегося. 
С этой идеей может быть связано и основное свойство пределов, именно сохранение 
в пределе тех свойств, которые остаются в наличности при всех изменениях перемен- 
ной, выраженное Лейбницем еще в метафизической форме: „Если данные известным 
образом упорядочены, то таким же образом упорядочены и искомые“, что им выво- 
дитея из его принципа непрерывности: „природа не делает скачков“. 

Читатель увидит в „Методе флюксий“, & также в „Рассуждении о квадратурах 
вривых“ зарождение идеи предела именно в этой чуждой нам форме. Является необык- 
новенно интересным проследить ее историю вплоть до Даламбера, дающего пределу 
определение, если не вполне совпадающее, то близкое к тому, которое мы употре- 
бляем, так сказать, в первом концентре обучения анализу бесконечно малых. 

Ньютон сыграл очень важную роль также в истории арифметизации матема- 
тики, которая шла вместе с расширением понятия числа. Здесь следует указать на 
его „Универсальную арифметику“, содержащую много оригинального, но в общем 
представляющую для того времени нечто в роде больших курсов алгебры настоящего 
времени. 

У Эвклида математическое отношение не есть число. Это один из видов ариф- 
метического отношения. Эвклид дает ему определение: „Некая взаимная зависимость 


1 См. мою работу „Генезис и история теории пределов“, „Известия СКГУ“, 1998, 3 (15). 
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двух однородных величин !“, и обратно, число отнюдь не представляет собой отноше- 
ния, оно результат счета, а не измерения. 

В дальнейшей эволюции математической мысли число становится отношением 
и отношение становится числом. Оба понятия сливаются между собою потому, что 
законы соответетвенных формальных операций над ними оказываются теми же. Здесь 
начинается математический формализм, противоположный направлению, в котором 
центр тяжести заключается в анализе понятий, а не в формальных операциях. 

У Арно? отношение становится, правда, еще не числом, а только величиной, 
да еще с эпитетом „относительной“. Ньютон3 всякое число рассматривает как отно- 
шение: „Под числом, — говорит Ньютон, — разумеется не собрание многих единиц, 
а скорее абстрактное отношение одного количества к другому количеству того же 
рода, которое рассматривается как единица“. Как только всякое отношение обра- 
щается в число, начинается арифметизация математики. 


* ж 
* 

Обычно недостаточно сильно подчеркивают геометрические заслуги Ньютона. 
Между тем именно ему обязана аналитическая геометрия своим развитием. 

Заслуга открытия аналитической геометрии принадлежит Декарту“ или по 
справедливости и Декарту и в некоторой мере Ферма5. Но у Декарта аналитическая 
геометрия является больше средством геометрической интерпретации алгебраических 
операций, чем средством решения чисто геометрических проблем. Центральной пробле- 
мой у него является проблема о графическом решении уравнений, так что можно 
сказать, что у него больше изучаетея функция с помощью графика, чем график 
с помощью функции. Если в первой, чието аналитической части диференциального 
исчисления, славу открытия Ньютону приходится делить с Лейбницем, то диферен- 
циальная геометрия почти всецело ведет свое начало от Ньютона. Типы оеобен- 
ных точек у алгебраических кривых вполне определены Ньютоном. Он устана- 
вливает понятие не только качественное, но и количественное о кривизне. В его 
исследованиях о кривых третьего порядка мы впервые имеем исследование форм, 
разделение по форме на типы. Более того, правда, без доказательства (которое впро- 
чем он, вероятно, имел, хотя, может быть, и в неотделанной форме) он говорито воз- 
можности спроектирования кривых третьего порядка в пять типов расходящихся 
парабол, в чем мы имеем зародыш приложения проективного преобразования к иселе- 
дованию кривых, первую попытку вскрыть инварианты такого преобразования. 

Следует отметить, что в геометрических работах Ньютона мы находим также 
и начало двух направлений в высшей синтетической геометрии. С одной стороны, 


1 Эвклид, Начала, кн. 5, опр. 8; см. также мою работу: Из прошлого пятой книги 
„Начал“ Эвклида, „Математическое образование“ № 1—8, 1916. 

2 А. Атпаща, Моцуеамх 616тепбз 4е х6отбфе, 1667 (анонимное). 

3 Меилют, АтИВтейса итуегзаИз, 1707. 

* Пезсатез, Та, Фботбё&е, 1631. 

5Р. Еетгтой, Аа 1осов р1апоз еф 3019403 1засосе, немец. перевод: ЕшЁ®тгипе 13 Фе еФепеп 
пп4 КбгрегНевеп Отфег (перев. Н. УЧ1еейпег, 1923). 
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его понятие о диаметре как геометрическом месте среднеарифметических центров 
точек пересечения кривой с параллельными прямыми, его основная теорема об отрез- 
ках на сторонах параллельно передвигаемого угла являются началом теории транс- 
версалей, развиваемой Карно!, Понселэ? и Шалем 3, т. е. метрического метода высшей 
геометрии; с другой стороны, его органическое образование кривых, где кривые вто- 
рого, третьего и четвертого порядка определяютея как геометрические места точек 


пересечения двух пучков, дает первые теоремы проективной геометрии Штейнера * 
и Штаудта 5. 


* * 
* 

Несколько слов о переводе. Перевод старых математических произведений 
дело нелегкое. Если переводчик переводит дословно, придерживаясь всех оборотов 
подлинника, перевод получается тяжелым для читателя. В латинском языке есть 
много выражений, которые режут слух читателя, так как эти выражения в латинском 
языке давно получили переносный смысл, которого на русском языке они не имеют. 

Но, кроме того, существует еще много специальных математических терминов, 
которые ставят переводчика в затруднение. Так, уже с самого начала у Ньютона мы 
встречаем слово Брешез. Можно было бы его перевести дословно — вид, — и употреблять 
выражение „видовая алгебра“ вместо „буквенной алгебры“. Однако читатель в этом 
случае окажется в большом затруднении, так как этот термин, совершенно не употре- 
бляемый в современной литературе, явится для него загадкой. Но перевод „буквен- 
ная алгебра“, строго говоря, неверен. „Видовая алгебра“ определяется не характе- 
ром знаков (которыми могут быть не только буквы, но что-либо другое), а характером 
изучаемых объектов, каковыми являются неопределенные индивидуальные числа 
и их вилы 6. 

Бюффон в своем переводе пользуется термином „буквенная алгебра“, но употре- 
бляет также слово „вид“, не разъяеняя его. Мне представляется в этом и в других 
аналогичных случаях позволительным отклонитьея от дословного перевода в тексте, 
но в комментариях разъяенить это затруднение и объяснить, в каком смысле берутся 
слова „вид“ и „видовой“. 

Еще большее затруднение встречает, например, перевод слова „аес$ае“. Есть, 
впрочем, затруднения, возникающие прямо вследствие некоторого недостатка в формах 
выражения того времени, который родит порой смешение понятий, но только ири 
переводе, так как на латинском языке за этими выражениями уже закреплен вполне 
определенный смысл, несмотря на то, что здесь слово не вполне отвечает понятию. 
Так, Ньютон и другие авторы его времени говорят „сопзгосЯо зедаа&опит“, т. е. 


1 Г. Сатпов, Еззал зат 1а 5Мвоте 4ез 4тапвзуегза]ез, 1806. 

2 У. Ропсёеф, Тга\6 4е ргорг16$6з ргодесЯуез 4ез Ноогез, 1822. 

3 М. Свазе5, Тгаб6 Че свотефе зарбёмейте, 1852, также СЪ. Г. ВМапевоп, АррИса оп 
& 1а $Вбоме 4ез фгапзуетзаез. 

4 Л. б4етет, ЗуззетаЯзеве Епбм\1сКеапя 4ег АЪЬ&т21о Ее Сеотеф1зсвеп СезбаЩеп уоп 
епапдег, Вега 1832, издано также в Озё\ма14з КЛаззЕег. 

5 Сре. бзамаь, деотефе 4ег Гасе, 1841. 

6 Если слово „юрещез“ употребляется здесь в смысле „изображения“, то и тогда пере- 
вод „буквенная“ неверен, ибо речь идет не о букве, а о знаке общего типа. 
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дословно — „о построениях уравнений“, когда дело идет о графическом построении 
корня уравнения или, как теперь говорят, „о графическом решении уравнения“. Далее, 
на русском, или латинеком языке употребляется одно слово „тах“ — корень и тогда, 
когда извлекают корень из числа, и тогда, когда решают уравнение. В обязанности 
переводчика не входит улучшение русской математической терминологии, но он 
должен избегнуть тех недостатков, которые имеет латинская терминология, согласно 
которой корень извлекается и из числа и из уравнения, — избегнуть, заставляя корень 
во втором случае определяться, а не извлекальея. Этих примеров достаточно. 

Должен заметить, что „Перечисление кривых третьего порядка“ (опубл. в 1704 г.) 
было очень трудно комментировать. Ведь это просто резюме исследования Ньютона, 
в котором положения большей частью не доказаны. 

Пришлось отказаться от того, чтобы все было вполне разъяснено, и ограни- 
читься тем, что имеет значение в смыеле сближения ньютоновой аналитической геоме- 
трии с современной. Но в своих комментариях я стараюсь быть понятнее читателю, 
чем сам Ньютон, говоря с ним на несколько ином языке, сближающем прошлое с на- 
стоящим, пользуясь и обозначениями, более для него привычными. 

Все таблицы чертежей читатель найдет в конце книги. 

В заключечие считаю необходимым отметить, что чаеть труда, потраченного 
на перевод и комментарии сочинений Ньютона, принадлежит А. П. Юшкевичу. Я при- 
нопгу ему благодарность за ряд вполне правильных поправок в переводе, за сличение 
перевода „Метода флюксий“ с английским изданием, которое я сам не имел в своем 
распоряжении, & также за ряд ценных указаний, использованных мною в комментариях. 


ИСААК НЬЮТОН 


МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
РАБОТЫ 


АНАЛИЗ С ПОМОШЬЮ УРАВНЕНИЙ С БЕСКОНЕЧНЫМ 
ЧИСЛОМ ЧЛЕНОВ 


Здесь ты имеешь весьма тщательно доказанный и кратко изложенный общий метод, 


хоторый я некогда придумал для определения площадей с помощью деско- 
нечных рядов. 


Пусть к основанию АВ (фиг. 1, табл. Г) какой-либо кривой АГ будет прило- 


жен! перпендикуляр ВД. Принимаются обозначения АВ =, ВО ==у; пусть а, 6, с 
будут известные величины, & т, ® — целые числа. Затем следует: 


КВАДРАТУРА ПРОСТЫХ КРИВЫХ 
ПРАВИЛО 1 
т т-- п 
Если ах% = у, то ти х — площади АВО. 


Это разъясняется примерами: 
2 


1. Еели 2? (=151) =, 10 @а=1=и и т-==2, то = 2= АВР. 


> 


1 Е: и 
‚ Еели 4 Ух (=4%°*)=9, то 3 (=33)= АВЬ”). 


> 


5 2 83, 
. Если И (=?) = у, то 57 = У=) = Ав. 
4. Коли — (2 =, 10 а=1=и и т=— 9. 


1 — 
В этом случае = “= )— д — — -) — ВО; площадь «ВО про- 


стирается в бесконечность по направлению к ох (фиг.2, табл.1) и при вычислении полу- 
чается отрицательной, потому что она лежит е другой стороны линии ВО. 


_ > 2 —- 2 
5. Если уз(=9 2) —=1, то — 1 В | = Ва. 


1 1 1 

—1 

6. Если (а ) =, 10 — о =--20—= — ЖХ1=— = бесконечности, 
я 0 0 0 

какова площадь гиперболы с обеих сторон линии ВД 3. 


]1* 


4 АНАЛИЗ С ПОМОЩЬЮ УРАВНЕНИЙ 


КВАДРАТУРА СЛОЖНЫХ КРИВЫХ С ПОМОЩЬЮ ПРОСТЫХ ® 


ПРАВИЛО ПТ 


Если выражение у слагается из многих членов этого рода, площадь тоже слаозается 
из площадей, которые получаются от отдельных членов. 


ПРИМЕРЫ ПЕРВЫЕ 


З 
= 1 2 
Если 2-х“ = 9, 10 = 
[9 е и 


3 


В самом деле (фиг. 3, табл. Т), если всегда 4? = ВЕ и х?* =ЕР, то по пре- 
1 3 ® ®› 2 2 
дыдущему правилу — 23 = поверхности АРВ, описанной линией БГ, а = х°= АГО, 
СУ 
. 1 2 = . 
описанной ОГ. Веледетвие чего а д? = всей АБД. 
[4 
$ 5 
о -- | 2 — 
Также, если 22—52? =, т0 — 23 —-- 5? = АВО 
г Э 
о о 8. 23 1 5 
А если 3х — 222-48 —5т1==4, то 5—7 Р 4—5 —= АБО. 


ПРИМЕРЫ ВТОРЫЕ 


3 1 
— 52 —— — — 
Если х б--х 2? 2 


—1/, то (фиг. 6, табл. 7—1 '— 2х ? = «ВО, или еели 
1. 


х°—х ==, 0 —х '- 2х 2? =а ВО. Ивзменив знаки членов, ты получишь по- 
1 1 


ложительное значение (х "2х ? или х '-—2х *) поверхности «ВЛ, если только 
она вся лежит над основанием А Ба. 

Если же некоторая чаеть попадает ниже (что произойдет, если кривая пере- 
крещивает свое основание между В и а, как ты это видишь здесь (фиг. 4), в 0), то, 
вычитая эту часть из верхней, будешь иметь значение разности. Если же ты желаешь 
иметь их сумму, то найди каждую поверхность ) в отдельности и сложи их. Я хочу, 
чтобы это имелось в виду в других примерах на указанное правило. 


ПРИМЕРЫ ТРЕТЬИ 


3 


— 1 — ® , 
Еели д-р х “=, то — 2’— < ' = опиеанной поверхности. Здесь необходимо 
о 


отметить, что найденные таким образом части указанной поверхности лежат по раз- 
личные стороны линии БО. 
‘1 


> р —2 
Действительно, полагая (фиг. 5, табл. Г) х? = ВГих `== РО, имеем — 23 = АВГ 
о 


поверхности, описанной ВМ, и — д "= ОЕ, поверхности, описанной ОЛ. 
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т -п ® 
И это веегда происходит, когда показатели ("=") степеней основания х в вы- 
И 


ражении для искомой поверхности стоят с различными знаками. В такого рода случаях 
какая-нибудь промежуточная часть поверхности ВДОВ (которая только и может опре- 
деляться, так как поверхность с обеих сторон бесконечна) находится следующим 
образом: 

Вычти поверхность, находящуюся над меньшим основанием 3, из поверхности, 
находящейся над большим основанием АБ, и ты получишь поверхность 8816, стоя- 
щую на разности оснований. Так, если в данном примере (см. предыдущую фигуру) 

17 


АВ2 и 48=1, 0 8808 ==. 


81 

В самом деле, поверхность, находящаяся над АВ (АВЕ — ОГа), будет 8—5 
= 2 
.) 


1 
те. а поверхность, находящаяся над АВ (98 — 60а), будет Яь т. е. — 


2 17 
&а их разность (4 ВЕ — ОГа — 458 -|- 0та = ВВТд) будет > -- те. 


2` 1 — 
Таким же образом, если АВ==1, 4Б==х, то ВВ = —-|- — хх". 


> 
«) 


9 _ 8 1 1 
И если 95° — 3х 3 НЙ ‘а 5 —=уи 43 =1, то 8600 = “=> 28-- 
2 3, 5 = 49 
те т в 


Наконец, можво отметить, что если бы в выражении для у оказалась вели- 
—1 + 
чина х ›, то этот член (как порождающий поверхность гиперболы) следовало бы расема- 
тривать отдельно от других. 
2 —з — — и 22 — 
Так, если (фиг. 6, табл.) 1х Ту ‘=уих"'=ВБР ат ‘= РР 


© 1 1 1 —- 2 —3 
и АВ==1, то 6ФЁ О = = 2 —— д °, как происходящая от членов хх °. 
е) м 


Вследствие чего, если с помощью какого-либо вычисления будет известна остаю- 
щаяся гиперболическая поверхность ЗоРВ, то будет известна и вся поверхность ВВОб. 


КВАДРАТУРА ВСЕХ ДРУГИХ КРИВЫХ ° ° 


ПРАВИЛО ПТ 


Если выражение для у или какой-либо его член сложней предыдущих, то он, дол- 
жен бъить приведен ® более простым членам, причем действовать над бун- 
вами следует совершенно таким же образом, как действуют в арифметике, 
%0зда делят, ‘ извлекают корни или реиниот уравнения, пользуясь десятич- 


ными числами; чз этих членов ты с помощью предыдущего правила выве- 
дешь зсоитем искомую площадь иривой. 
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ПРИМЕРЫ С ДЕЛЕНИЕМ 
аа 
Пусть а =; кривая является именно гиперболой (фиг. 11, табл. 1). 


Для того чтобы освободить это уравнение от его знаменалеля, я делю следую- 
щим образом: | 


аа аах аах?  аал3з 
аа --о [а И Т. д.9) 


р 
аах 
вар" 
дах 
О——-0 
аах аалх? 
| р 
аах 
оо 
441? , аа23 
ТР. 
аах 
о——=_ 0 
аа13 аах* 
Ьз р4 
‚ вал 
0-|- я 
И Т. д. 
(Х 
Итак, на месте у == а оказывается новое выражение 
__ №  х, 4213 
ты пм 


‘это — бесконечно продолжающийся ряд. Лалее (по второму правилу) искомая площадь 
АВСГ будет равна 
ах а? 4253 42474 
Г 38 4 
Это — тоже бесконечный ряд, однако для любой цели достаточно точно взять небольшое 
число его начальных членов, если только х в несколько раз меньше 6. 


и т. д. 


1 
Таким же образом, если ——— =, то деление даст 


у=1— 2 24 — 26 -- 28 и Т. д. ®), 
откуда (по второму правилу) 
1 1 1 1 
АВЬС = х— — 238 - — 26 — о . Д. 
5—2 Г итд 


Еели взять в делителе первым членом хх и делить на (хх -Р 1), то для выра- 
жения у получитея 


—2 — — — 
дол а бхбитд, 
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откуда (по второму правилу) 


— 1 — 1 — 1 — 
ВРа=—х ‘2 "52 "= Ти т. д. 


Первому способу следуй в том случае, если х предполагается достаточно 


11 
малым, второму — если достаточно большим ‘.. 
Наконец, пусть 


2 8 
222? —2? 
1 —=9. 
1122 — 35 
Посредетвом деления получается 
1 3. 5. 
27° —2% --11° — 137? -- 341? ит. Д., 
«откуда 
4 — 14 = 

АВОС = - д? —#-- 2 —— жит. д 


ПРИМЕРЫ С ИЗВЛЕЧЕНИЕМ КОРНЯ 


Если Ува хх ==у, то я извлекаю корень следующим образом”: 


д 14 156 548 
ва-р- ат (* 59 зая Г 165 128 И ТА 
аа, | 
0 2х 
28 
7 Ге 
д.4 
о— 40,2 
724 16 7:8 
4%? 8494 ' 6408 
26 28 
о—- 34 6406 
26 28 710 1? 
— Зал + 168 — 6408 - 256а10 
8 10 19 — 
0— 52 ЕЛИ 
6406 6408 256010 
ит. д. 
Таким образом вместо уравнения У аа хх ==у получается новое 


д? д 16 528 
аи — ваз Г16а5 — 12301 ит. м. 


и (по правилу 2} искомая площадь (фиг. 7, табл. Г) 
26 дл 529 


1048 Г 11245 Бат #" 


` 


8 
АВС будет =ал-- = — 


-Это — квадратура гиперболы. 


уравнение 
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Таким же образом, если У аа — хх ==, то корень будет равен 
26 528 
д. 


и искомая площадь 4АВШОС (фиг. 12, табл. П) поэтому будет равна 
23 25 ия. 5429 
т. д. 


ба 40 119% 115907 


Это — квадратура круга. 
Или если положить У х— хх =у, то корень будет равен бесконечному ряду 
7 3 


1 На 5 
Е Т_Т т | 
х 5 я Е 167 то8 у и т. д. 
А искомая площадь 4ВБО (фиг. 1, табл. Г) будет равна 
2 3 т - т 5 Ц 
а? 2 т“ 2} 
8“ 5 23 79 та ИТГ 
ИЛИ , . 
2 на 2 х т д? 2:3 14 220 
ИН жи — — — — — — 
3 5. 28 75 704 Гл 


Это — тоже квадратура площади круга 
= (квадратура этой кривой дает длину эллипеа) ® 1 то пс 


2 
Если У та _ 
ИУ 1— 62? 


извлечении обоих корней получишь 
1 1 1 
1-- — @42? — — 0244 —- — 03568 — 918 
т 5 в “16 тт ” 
5 ит. д., 
4:8 


1 1 1 
о ра 46— 
1 ия 5 Ия 1672 


& по делении, проивведенном как над еоятичными хробями будешь иметь 


и ито 46 —|- 5 6128 ит. д. 


1 
5-4 +- аб ав ав 
. 1 3 
о Ш п 9 пер 
—_ 5 [1 тв 28 5106 
а ча азь 
16 82 
5 
4 
128 @ 


1 5 - 
п 16 25° ит. д. 


1 1 
6 [#1 год 48 
1 2 
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д 


Однако следует заметить, что нередко действие сокращается, если подготовить урав- 
нение надлежащим образом. 
Так, если в приведенном выше примере, где 


У та _, 
И 1—5? ” 


умножить обе части дроби на И1— бух, то получится 


1-Е а? — аб 
У съ 
1 — 6.2 — У, 


И все остальное выполняется путем извлечения корня только в числителе и деления 
затем на знаменатель. 


Из этого, я думаю, достаточно ясен способ приведения любого выражения для у 
(при каких угодно сложных радикалах или знаменалелях, вроде, например, 


—_—_ У т 
ИУ: у—= 23 | 246 — 3 


А 3 У те —_ 2 
ря ра ай 


в бесконечные ряды простых членов, из которых искомая поверхность определяется 
по второму правилу. 


23 —|- 


=) 


ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
ЧИСЛОВОЕ РЕШЕНИЕ НЕЯВНЫХ УРАВНЕНИЙ 15) 


Ввиду того что все затруднение заключается в решении, я прежде всего 
выяеню способ, которым пользуюсь в случае числового уравнения. 
Пусть требуется решить уравнение 


13 —Зу—5=0 


6 
и 2 представляет *® то число, которое отличаетея от искомого корня меньше чем а 


свою десятую часть. Тогда я полагаю 2--р==у и подетавляю это выражение в урав- 
нение, причем получается новое: 


23—61? -- 10р — 1 ==0, 
У которого следует определить корень 1, чтобы прибавить его к первому результату. 
Отсюда (пренебрегая 23-6]? по малости) имеем приблизительно 


10р—1=0 
ИЛИ 


р=0,1. 


Поэтому я пишу в результате 0,1 и полагаю 0,1 --Ч9==2; это выражение я под- 
ставляю, как и раньше, причем получается 


3—-6,34?-- 11,234 -+ 0,061 =0. 
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А так как уравнение 
11,284 0,061 =0 
почти соответетвует истине или 4 почти равно —0,0054 (деление производится до тех 
пор, пока не определится столько знаков, сколько отделяет первые знаки этого и 
основного результатов "), и так как — 0,0054 отрицательно, то я пишу его в нижней 
части результата. 

Полагая — 0,0054 -|-7==4, я это выражение подставляю, как раньше, и про- 
должаю эти операции сколько угодно раз. Если я желаю продолжать действия до тех 
пор, пока не получится в результате вдвое больше цифр, чем находится во всем уже 
полученном результате, то в 6,34? -- 11,234 -|-0,061, где, конечно, первый член 43 
отброшен вследствие его ничтожности, я вместо 4 подставляю — 0,0054 -х и полу- 
чаю приблизительно 

6,32 —- 11,16196х --- 0,000541708 = 0 
или (отбрасывая 6,37?) приблизительно 
— 0,000541708 _ 


— ем о 
у 116196 0,00004853, 


что и пишу в отрицательной части результата. Наконец, вычитая отрицательную часть 
результата из положительной, я имею искомый результат 2,09455147. 


+ 2,10000000 


— 0,00544553 


3 —2у—5=0 009098 
--2,09455147 = у 


2-р=у т 8--12р-- 6? -- 53 
—4— № 
—5 
— 1-Е Юр б-р: 
01 -Ра=р -- 2 —- 0,001 -|- 0,034 -- 0,34? | 93 
-|-- бр? -- 0,06 + 1,2 6,0 
| 10р 1 
—1 —1 
Сумма -- 0,0611 11,2391 6,342 + 43 
— 0,0054-[--7 =4 -- 6,342 -- 0,000183708 — 0,06804 + 6,37? 
1 11,234 — 0,060642 -1 11,23 
--- 0,061 --- 0,061 
Сумма, 


— 0,00004858 | $ == 


+ 0,000541708 1 11,16196-Ё 6,32 
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Уравнения высших степеней решаются совершенно так же, и дело будет 
х концу облегчено, как это было сделано здесь, если ты будешь постепенно отбрасы- 
вать первые его члены *®) 19) *°). 

Вроме того, следует отметить, что если бы я в этом примере сомневался в том, 
достаточно ли подходит к истинному значению 0,1 = р, то я вместо 10р — 1 =0 взял бы 
уравнение 61? -|- 10) —1 —=0 и написал бы первый знак его корня в результате. 
Определять второй или третий знаки результата таким путем следует только тогда, когда, 
в последнем полученном уравнении квадрат коэфициента предпоследнего члена не более 
чем удесятеренное произведение последнего члена на коэфициент предпредноследнего. 

С другой стороны, ты большей частью облегчишь труд, в особенности в случае урав- 
нений высоких степеней, если все знаки, вводимые в результат, будешь определять 
указанным образом (т. е. определяя меньший корень уравнения, получаемого из трех послед - 
них членов нового уравнения); при этом ты получишь в результате вдвое больше знаков. 

Этот метод решения уравнений, — не знаю, опубликованный или нет, — мне 
кажется в сравнении с другими более простым и удобным для употребления. Доказа- 
тельство его явствует из самого способа действия, на основании чего его легко 
в елучае необходимости вспомнить. 

Почти с одинаковой легкостью исследуются как те уравнения, в которых отеутет- 
вуют некоторые члены, так и те, в которых налицо все члены. Всегда получается уравне- 
ние, корень которого вместе с полученным уже результатом равняется корню перво- 
начально предложенного уравнения. 

сэтому действия можно производить так же, как в других частях арифметики 
а именно, отнимая результат от корня первого уравнения (приемами, известными ана- 
литикам) и выводя из этого следующее уравнение или только два или три его члена. 
Весь труд заключается здесь в подстаиовке одних величин вместо других. 

Ты можешь выполнять это разными епособами, но я считаю наиболее быстрым 
следующий способ, в особенности когда коэфициенты — многозначные чиела. 

Положим, что следует подставить р--3 вместо у в следующее уравнение: 


44 — 43 -- 5? — 129-17 =0. 
Тав как оно может быть представлено в виде 
у—4&Жу--5 Жу— 12 Жу-- 17 =0, 
то новое уравнение получается таким образом: 
Ыб = Р-р — 5, 


И 

| р-р 2 на р = 3 -- 57° - 8р-| 6, 
08-59-80) — 6 на Р-Н 3 = 74 -- 83 | 2302 -|- 18р — 18, 

И 


т 8 -- 2802 89—10, 
а это и требовалось найти. 
БУКВЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕЯВНЫХ УРАВНЕНИЙ 
Это выясняется в следующем порядке. 
Пуель следует решить буквенное ‘уравнение 


13 -- ау — 2а? |- аху — 23 = 0°7. 
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22 
Прежде всего я нахожу выражение 


корень следующего уравнения: 


1 для х, равного нулю, т. е.. определяю 


3-Е а?у— 24° =0, 
и нахожу, что он есть а. Итак, пишу в результате |-а и, полагая | а--р=у, 
подставляю вместо 9/ его значение и полученные таким образом члены 


(03-1 397? -- 4а?р ит. д.) 


И И 


13123 50954 
Ра са 5124 1 16 848 № "А 
а--р=у ид 5 зар - зар? в 
-- @?у -- а -|- а?р 
—Наху —- 4?5-Р агр 
— 20° — 243 
— 23 — 13 
1 
а Ч=р -Е 23 ат 2—3 2-98 
4 16 4. 
3 
-- зар ый — а + За? 
-- 4а?р —4?х -— 40724 
1 
-- алр — 19 -- 424 
-- ах -- ах 
— 23 — 3 
-- 73 -- —__ -- рр 5 + 3 14 3 о + о 5 
64а” 1 1 1096а Г 357” 8# 
—- 4424 + ад? —- 4 а? 
— = а —— а у 
2 9“Ч 125 2 
5 3. 3 
^^ 2? > 2? 
71674 ода те?” 
Ш а.52 Е 42:2 
16 16 _ 
— 69 в — 65 зв 
64. 64 


131 152 


+4 —- ах — г) — чоее (+ 


13123 ` 5094 


128 40964 51208 Г 16 38403 
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пишу © края. Из них я беру только -- 49?’р-- 9?х, глефр и х в отдельности суть 
в низших измерениях, и предполагаю, что это почти равно нулю или что прибли- 


1 1 1 
женно р= — 1-2 или р= — х--9. Написав в результате —1ч х, я подетавляю 
1 
—щ 7-4 вместо р. Полученные отсюда члены я опять пишу с края, как ты видишь 


Ф» 1 
на прилагаемой здесь схеме, а отсюда беру выражение — 4224 — тай, где цих 


хх 
суть каждое в отдельности в низших измерениях, и полагаю приближенно д == а 
или 0 == ме -*. Прибавляя к результату -—- =. = ‚ я подетавляю и 


вместо 4 и так продолжаю сколь угодно 29). 
Если я желаю прибавить к результату еще вдвое больше членов, чем уже по- 


лучено, то в только что полученном уравнении я опускаю первый член (43), а также ту 


3 


Э ГР 
часть второго (= в), в которой х входит в том же измерении, что и в пред- 


последнем результате. В остальные члены (3442 -- 4074 и т. д.), выписанные с краю, 


2 


64а 


я, как ты видишь, подетавляю --у вместо 4 и из последних двух членов 


15.4 131 1 
ИЕ 2:3 2. 4а? 
40964 28° за Г 5) ахг —-- 4477 получающегоея отеюда уравнения я, 


1 9 131 155 13123 
2 чаалининь ь — ‚2 —.. ИИ а у —_ 
произведя деление 44 5 ал -- 557 ]- 1987 1 0962 › вывожу (+ р -- 


509.74 
`_____., ч10 И следует прибавить к результалт. 
Г 16 38443’ ду р р у \ 


НН 


т 
Наконец, этот результат (а и т. х.} соглаено второму правилу 


заст для искомой площади 


д? 23 1315 509.75 
47 — Г даа Г 20488 Г 3195053 ИТ. д» 


что тем ближе подходит к ее истинному значению, чем меньше х. 


ДРУГОЙ СПОСОБ РЕШЕНИЯ ТОГО ЖЕ 


Теперь пусть требуетея, чтобы получаемое значение для площади подходило 
к истинному ее значению тем больше, чем х больше. Примером послужит 


уз-Наху-- 2?у — а — 228 =0%®. 
С целью решения задачи я выделяю члены 
1/3 -- ?у _—_ 253, 


в которых 2 иу или в отдельности или в произведении имеют высшие и равные 
измерения —, и, приравняв их сумму нулю, нахожу отсюда корень. 


З 


г 
[3 
> 
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Корень оказывается равным х, и его я пишу в результате. Или, что сводится 
к тому же, я определяю корень у -|-у—2 (подставляя единицу вместо 2), который 
оказывается 1, умножаю на него х и пишу произведение (2) в результате. 

Наконец, я полагаю х--р=у и продолжаю так же, как в первом примере, по- 
ка не получаю результат: 


а [и 131293 509а+ 
ТР 64 510 16384 ИТД, 


& затем и площадь 


да ох аа 13143 509а+ 


—_ ОИИОООООАИ ООО 26) 
о Г 54 512 Во. 


О таких выражениях емотри в третьих примерах ко второму правилу. 

Я привел именно этот пояснительный пример, отличающийся от предыдущего 
только тем, что х и @ переставлены местами, для того чтобы не было необходимости 
давать еще другой пример на решение уравнения. 


(1.1. (4, ‘ *> 
Площадь ии бдз |" Д. | ограничивается здесь кривой, которая 


1 
простирается в бесконечность вдоль некоторой асимптоты; первые члены "“—- “) 


полученного выражения для 1 веегда оканчиваются на этой асимптоте, откуда легко 
найти часть асимптоты. 

То же следует отметить и относительно всех тех случаев, когда площадь вы- 
ражается членами, получаемыми последовательным делением на х, кроме тех слу- 
чаев, когда асимитотой вместо прямой является коническая парабола или другая,- 
более сложная кривая. 

Но я выделяю метод этот как частный, так как он не приложим к кривым, 
изогнутым в овал наподобие эллипса. О втором способе, разъясненном выше на, примере 


уз а?у - аху — 208 — 23 ==0, 
(когда именно степени д в числителях результата постоянно возрастают), я сделаю сле. 
дующие замечания. 
1. В тех случаях, когда значение у при 1, равном нулю, оказывается иррацио- 


27 ® ® 
нальным ”” или совсем не известно, следует его обозначить какой-нибудь буквой. 
Так, если бы в примере 


3 —- ау -|-- аху — 208 — 48 =0 
корень уравнения 
73 | а?у — 248 =0 


оказался бы иррациональным или неизвестным, то я принял бы вместо него некое (5} 
и завершил бы решение, как показано ниже. Написав 6 в результате, я. полагаю 
$ |-р=у и это выражение, как ты видишь, подотавляю вместо у; а отсюда выводится 
новое уравнение 13 -- 3617? и т. д., причем отбрасываются члены 63-- 026 — 208, рав- 
ные нулю, в силу того, что 6 предполагается корнем уравнения 1/3 -|- а2у — 243 =0. 
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Ь 
Затем члены 36?р-|- ар - абх дают а что следует прибавить к результалу.. 
абх 


Далее я подетавляю ев!“ вместо ри т. д. 


анны 


13 вау -- вату — 243 — 43 =0. Пуеть сс == 302-[ а?. 


афх ‚ 94а? 23 030323 05053 ‚ 60563 
тата в т 
р рР= У У ЕО - 3-36 -р р 
--аху —- ах -- ахр 
—-- аа —- даб -- аар 
— 24? — 24° 
абх р 236313 
== --9Ч=2 г? с6 итд 
3225322 — 6а02т 
—- 3642 а дит. д 
р 
-фахр = ее | 424 
—|- сер — @6х -|- 64 
—- 13 — 213 
-- абх -- абх 
6%62%\ оба? 236323 | 9162? 23 а3фзлз 
2 —_ И И , 
та ти и сб [а Те а 


Выполнив действия, я беру для а какое-либо числовое значение и это уравне- 
ние 93-- 42у — 243 =0 решаю уже как числовое, как показано выше, и корень его 
‘подетавлаяю вместо 6. 

2. Если указанное значение есть нуль”), т. е. если в разрешаемом уравнении 
имеются только члены, содержащие множителем х илиу, как, например, в следующем 
3 —аху-- 13 =0, то я выбираю члены (— аху -Г 23), в которых только х, а также 
‚ Только у, если это возможно, или же у, умноженный на х, находятся в низших степенях. 


) 


хх 
В качестве первого члена результата они дают = и вместо 9 следует подетавить 


— --р. В уравнении 
3 — а?у-- аху — 23 =0 


придется первый член результата извлекать или из — 09—43 или из у3 — а?9. 
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3. Если значение это мнимо, как, например, в уравнении 


а -Е у — 2у 6 — 23 — 22-5 а -- 1 =0, 

то я увеличиваю или уменьшаю значение х, пока названное значение не обратится в ве- 
щественное. 

Так, на прилагаемой фигуре (фиг. 8, табл. П), когда АС (х) равна нулю, СЛ (у)мнимая. . 

Пусть АС уменьшается на известную величину АВ, так что ВС еделается х. 
Если теперь принять БС (5) за нуль, то СО(у) будет вещественным и будет иметь 
четыре значения (СЁ, СЁ, СС или СН). Любой из этих корней (СЕ, СЕ, СС или 
СН) может быть первым членом результата, емотря по тому, какая из площадей 
ВЕРС, ВЕЮС, ВОШС или ВНОС имеется в виду. 

Ветречаясь с такого рода затруднениями в других случаях, ты сможешь вы- 
путаться из них тем же способом. Наконец, если показатель степени х или 1 дробный, 

4 


о 14 
то я привожу его к целому”. Например, в уравнении 13 — ху? 13 =0 я пола- 
`1 1 


гаю у? =© и хз ==2 и вывожу уравнение +5 — 23% -|- 24 =0, корень которого + == 
1 1 


=—2-[-28 И т. л. откуда (восстановляя значения) у? =х3 |-х ит. д. и, возводя 


в квадрат, у=а3 2253 ит. д. 

Сказанного об определении площадей кривых достаточно. 

С другой стороны, вследствие того что все задачи о длине кривых, о величинах 
и поверхностях тел и о центрах тяжести могут быть сведены в конце концов к опреде- 
лению плоской поверхности, ограниченной кривой, то нет необходимости что-либо при- 
бавлять специально о них. Я лишь кратко укажу, каким образом я поступаю в этих случаях. 


ПРИЛОЖЕНИЕ ВЫШЕИЗЛОЖЕННОГО К ДРУГИМ ПРОБЛЕМАМ ТОГО ЖЕ РОДА 


Пусть АВО (фиг. 9, табл. П) есть какая-либо кривая, а АНКВ — прямоуголь- 
ник, у которого сторона АН или ВК есть единица. Представь себе, что прямая ОВК 
движется равномерно от АН, описывая площади 4АВП и АБ, и что ВК (1) и БО (9) 
суть моменты 39), на которые постепенно увеличиваются АК (5х) и АВП; тогда по 
постоянно заданному моменту ВЛ) ты сможешь с помощью указанных правил определить 
описываемую им площадь АБО или сравнить ее с площадью АК (5), описанной момен- 
том, равным единице. 

Таким же образом как по предыдущим правилам выводится из своего постоян- 
но задаваемого момента площадь АВО, так любая другая величина определяется 
из своего момента. Сказанное станет яснее из примера. 


Найти длины кривых 


Пусть АДГЕ (фиг. 10, табл. П) есть круг3з0 и требуется определить длину 
его дуги АР. Проводится касательная ОНТ, достраивается неограниченно (т4ейвие) 
малый прямоугольник НОВК и полагается АЕ =1=2 АС. 

Тогда ВК или СН, момент основания АБ (5х), относится к НО, моменту 
дуги АО, как 


:: ВТ: РТ :: ВЬ(Ух—2>) : 2с(-;.) :: 1(ВИ): Е 


—___ (ОН) 3%. 
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Поэтому ————— или ——_—_ есть момент дуги АД. А это приводитея к 
У х— т 2х — 2х 
: 5 7 9 
Бе, 35 2 63 - 
— а? С ИИ НВ д ит. д. 
2 4. + 16 32 т 256 - 512 ^ 


Поэтому по второму правилу длина дуги АД будет 


1 з 5 т 9 11 
1 в в По 35 6 И 


"т" Ро *° Ра" 5 


1 „. 
(3 
Э 3: 


— 1 5 5 63 - 
> —__ С и ‚3 ‚4 .рЭ . . 
а Ро Гоца Ба" Гоби т 


ИЛИ 


Таким же образом, полагая СВ равным х, а радиусе СА равным 1, найдешь, что 
дуга Ь0) равна 

1. 3 - 5 

407 ТП 

Следует при этом заметить, что единица, полагаемая вместо момента, предета- 
вляет собой поверхность, когда речь идет о телах, линию, — когда о поверхноетях, и 
точку, — когда о линиях (как в этом примере). 

Я не боюсь говорить о точечной единице или о бесконечно малой линии, так 
как еще при употреблении метода неделимых °® геометры имели в виду только отно- 
шения. 

Отсюда получаются соображения, относящиеся к поверхностям и величинам тел, 
& также к цейтрам тяжести. 


тит. д. 


Исследовать обратное вышеизложениому 


Если, наоборот, по ланной площади или по длине и т. д. кривой желательно найти 
основание АВ, то из уравнений, полученных по предыдущим правилам, извлекается 
корень т. 

Нахоэюдение основания по данной площади 


Если, например, я желаю по данной площади гиперболы 4 ВОС (фиг. 11, табл. П) 


1 
(. == у} определить основание АБ, я, обозначив эту площадь через 2, определяю 


корень уравнения 
1 1 
(АВС) =а—— 22 = 223 т 714 и Т. Д., 


пренебрегая членами, в которых х находится в высшей степени, чем те, в которых 
желательно иметь 2 в результате. 


Так, например, если я хочу, чтобы г доходило в результате не выше чем 


.. 1 О 1 
до пятой степени, то я пренебрегаю всеми членами: —= 26 и 128 ит. д. 


и определяю корень только из уравнения 


1 .- 1 1 1 
ЧИТ З 28 — т —2=0. 


= 
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1. 1 - 
2 р=х т тит. д 
] 1 
— 1 #' ти грит д 
т 3 а Е 
1 — < Р-р н2р? ит. д. 
т. т.о т. 
5“ ОР Р 
|= Р-Р 
1 ри. —__ | о 1 5 
5 ® --9=Р = 2” д“ йтТд 
1 
——— 1? 3“ — 524 ит. д 
— 23р 5 И Т. д 
2 
р) Ц + 24.41 52 
—- 22 0 ТТ? 9 
1 
— гр —>5:7—49 
| 
ЕР 2-9 
-- 1 25 1,5 
5 ‘5 
а Аа 
4 4 
1 1 
1 23 — 23 
о №12 
9 2 


5 


Пе 1 | 
р 25 —_ 23 —_ ^^ —^ 
50° 54 0 2 


Я, как ты видишь, произвел анализ, соблюдая следующие два правила. 

1. При подетановках я всегда опускаю те члены, которые, как я предвижу, не 
будут иметь никакого употребления. Для этого имеет место правило, что за первым 
членом, происходящим из какого-либо выражения, находящегося в ТОЙ же строке, я: 
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ео = 


прибавляю направо члены в числе, не большем, чем то число единиц, на которое 
отличаетея показатель степени этого первого члена от показателя высшей степени. 
Так, в приведенном выше примере, в котором высшая степень 5, я опустил все члены 
после 25, после 24 поставил один и два — после 23. 

Еели извлекаемый корень. х оказывается только в четных или только в нечет- 
ных степенях, то имеет место следующее правило: за первым членом, происходящим 
из какого-либо выражения, находящегося в той же строке, я прибавляю направо чле- 
ны в числе, не большем, чем то число двоек, на которое отличается показа- 
тель степени этого первого члена от показателя высшей степени, или чем 
число таких троек, если показатели степеней х везде отличаются друг от друга на 
три, и аналогично в других случаях. 

2. Еели же р, 4 или х в получаемом уравнении имеются только в первых сте- 
пенях, то их выражения, т..е. прочие прибавляемые к результату члены, я нахожу 
делением. Так это, как ты видишь, и выполнено. 


Нахождение основания по данной длине кривой 


Пусть (фиг.. 12, табл. П) требуетея найти по данной дуге «)) синус АБ. 
Борень вышенайденного уравнения 


5 


1 ь й 
аа Ня 2 ИТ. Д. 9) 


(где положено 41В = г, а) = и 4а==1) будет 


1 1 


1 


5040 “ — 362 880 


29 ит. д. 


Если, кроме того, ты желаешь по той же данной дуге найти еще косинус 48, то 
возьми 
1 1 1 1 | 


—=У 1—4) —=1-— 2-2 — о итд 3). 
48 (=У1— 22) =1—5 Нл 70 ^^ Т -40 550 3628800 ° "ТА 


(0 продолжении прогрессирующего ряда 


Здесь следует попутно заметить, что, зная 5 или 6 членов этих корней, ты 
. 35) 

большей частью можешь по аналогии их продолжать сколь угодно °. 
Так, ряд 


ты продолжаешь, деля последний- член на числа в следующем порядке: 2, 3, .4, 5, 6, 


гит. д. 
А ряд 


деля на следующие: 2 Ж 3, 4ЖЬБ, 6 ХТ, 8 Ж9, 10Х И ит. д. 
27 
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„р 


А ряд 
1 1] 1 
= | —-— 22 — 24 — 56 И Т. .° 
бы 720 л 


деля на следующие: 1 Ж 9, 3Ж4, 5Ж6б, ТЖ, 9Ж 10 ит. д. 
А ряд 


= 


1 5 Э 
> = р ^_^ — 46 | д , ., 
2 1 10% Р-Н дит. д 
а 1ЖЕ 8Ж8 5х5 ТЖХТ 
умножая Н 5х3’ 4х5’ 6ЖТ’ 89 . д. 
Аналогично обстоит дело в других случаях. 


Приложение въцеизложен0г0 ® механическим кривым 


Мною туже достаточно сказано о геометрических кривых. Даже и тогда, когда 
кривая — механическая 37) нали метод ни в коем елучае не должен быть отвергнут. 

Возьмем хля примера (фиг. 13, табл. П) трохоиду 3) АРЕС, вершина которой А 
я ось АН; АКН есть круг, описывающий кривую. Ищетея площадь АВР. 

Положив АВ=а, ВО==у, как выше, и АН=1, я прежде всего ищу 
длину ВО. Но определению трохоиды КР == дуге АК. Веледетвие этого всегда 


ВО = ВК -- дуга АК. 
Но 
1 > 1 


—__ > т 
ВК (—=Ух— 22) =2? —— 7" — 


я (на основании изложенного выше) дуга 


1 3 о 


- < 12382 
и. ‚9 { 2 ‚2 к 791 
АК =х 5 * 162 |. 2% ит. д. 


Таким образом вся 


1 8 5 т 
— 1 - 1 — 1 — 
ВО = 2х? — — дм *—— т? у 
3 50 ” 56” ТД 
И (по правилу 2) . | 
4 — о 1 — 1 _9. 
аль ДВО = - д? — чм > 


Еше короче можно поступить следующим образом. Так как прямая АК парал- 


дельна касательной ТО, то АВ относится к ВК, как момент линии АБ в моменту 
линии ВО, т. е. Бак 


Е 1 в 
Игр: 1: —Ух— ая ще д? в ' з ит 
с о 8 167 128 И"^ 
Поэтому (по правилу, 2) 
1 _ 
— 1 3 т 9 
ВО ао итд 
о 20 56 576 | 
и 3 
4 _— 2 7 9 оу 
поверхность АБО = об? — Ех ЦЕ 2 — о 2 5 тж? т. д 
3 15 70 959 3168 | 
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Аналогичным образом (принимая С за центр круга и СВ==х) получишь пло- 
шадь СВОР ит. д. .. 
Пусть теперь требуетея найти (фиг. 14, табл. П) площадь АВОТ квадратриеы “ 
ТУРЕ (вершина ее У, А есть центр внутреннего круга ГХК, к которому она прилагается). 
Проведя произвольную прямую АКЛ), я опускаю перпендикуляры ОВ, РС, КС. 
хжАСЧ 
Тогда Ка: 4С :: АВ(х): ВБ(у) или ==“ =). 
Но по природе квадратрисы ВА ( = ЭС) = дуге ГК или ГК ==4. 
Поэтому, если положить АТ =1, то на оеновании вышеизложенного получитея 


. 1. 1 . 
ЯК == — т 50. 22 ит. д. 


20 
и 
1 1 1 
о о у 6 7 
(«А = 5 - 54 В 
Далее: 
1 ] 1 
2 26 
оЩех 4 _ 1 То 20 
‚| КС О И И ` >” 
6 120 5040 
или, по произведении деления: 
и — 1 — 1 ШИ 1 46 итд 
/— 5 15 945 
Тогда (по правилу 2) 
1 1 _ и 
нлошадь АГИЮВ = х— — 2 — д — д ИТ. д. 
щадь АРАБ = — 525 “^ 6615 ^ 


Таким же образом можно определить дугу квадратрисы УД, хотя и © помошью 
более сложного вычисления. 

И\ я не знаю: случаев такого рода, на которые не распространяется этот метох 
в его различных выражениях. 

С помощью этих же действий проводятся также и касательные к механическим 
кривым (если это не делается как-либо иначе)”. 

Вее, чего обычный анализ достигает (когда это возможно) при помощи уравнений 
с конечным чиелом членов, здесь всегда достигаелея при помощи бесконечных урав- 
нений. И я ве колеблюсь употреблять и здесь термин: анализ. Действительно, рах- 
суждения в нем не менее достоверны, чем в первом, и уравнения не менее 
точны, хотя мы, люди конечного ума, и не в состоянии ни обозначить, ни воспринять 
все их члены так, чтобы точно узнать из них искомые величины. Подобно этому нельзя 
представить ни в числах, ни каким-либо другим аналитическим приемом иррацио- 
гальные корни конечных уравнений так, чтобы какая-либо одна из этих величин, 
отличная от других, была установлена точно “® 

Наконец, к заслугам анализа следует отнести (когда это возможно) точное и 
геометрическое определение площадей и длин кривых и др. 


42 
Но здесь не место говорить об этом”. Оглядываясь назад, мы встречаем две 
вещи, требующие хоказалельства в первую очередь. 
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1 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО КВВАДРАТУРЫ ПРОСТЫХ КРИВЫХ ПО ПЕРВОМУ ПРАВИЛУ 


3 
Приготовление к доказательству первого правила 


Пусть (фиг. 15, табл. П) АВ, основание некоторой кривой 4106, есть х; пуеть, 
далее, к нему приложена перпендикулярно ВЛ == у, а площадь АВР ==2, каж прежде “®. 
Пусть также ВВ =о, ВК = и прямоугольник ВВНК (0%) равен пространству ВВЕЛ. 
Таким образом АВ = х-Гои 488 =2-- от. Предпослав это, я из произвольной зави- 
симости между хи 2 ищу у нижеизложенным способом. 


2 = 4 . 
Возьмем хотя бы — 1? = или < 13 —22. Тогда, подетавив х -- о (.4В) вместо с 
Э 
4 ° 7% ` 
и 2-- 0%(.468) вместо 2, ты получишь, что 9 = 23 —- 3120 - 340? -- 03 = (по при- 


132 [9 4 
роде кривой) 22-- 220 -- 07%?. ели отбросить равные члены ( 22 и аа} и по- 


4 
делить остальные на о, то останется -- на 322 |. 310 -- 0? = 22% -—- 0%?. Если теперь 


предположить, что ВВ бесконечно убывает и исчезает или что о является нулем, то г 


и 1) делаются равными и члены с множителем о исчезают. Поэтому остается только 


ы 2 2 5 > 17 
-9 Х 322 = 221, ИЛИ = жа (==2) =. д? 9, или а * (= - )—' 


д? 
1 о 3 
Поэтому и обратно, если х? =, 10 — 1? ==2 
[9 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 45) 
Пусть вообще 
9% тп 
- Жжах ”* =. 
7 й х 
па 7. я. % 
Если положить, 0 и тп =р, то сх" =2 или сд =. Тогда по 


подстановке х--о вместо хи г-- 0% (или, что то же, 2--- оу) вместо г получается с” 


—1 —__ 
на 2’ -|- ро" ит. д. =2”-Р поуг"—" ит. д., причем я опускаю остальные члены, 
которые в конце концов исчезают. Далее, если отбросить равные с’2? и =", а остальные 
разделить на о, то остаетея 


% п. 
том —1 п—1 11/2 ус 
пра ву" (и 


м 
= 
< 


р. 
сдпт 
или, по разделении на 7: 


р—п 
пу - 
или 76х " ==. 
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#4 
Заменяя вновь с его значением три а мл его значением р, т. е. ставя 27 
т 
вместо р—п и за вместо ре, ты получишь 4%” ==у. Поэтому и обратно, ‘‚еели 
9и_ т п 
> #2 (по | 46) 
ат} =, т0———--- а — г. Что и требовалось доказаль””. 
77 — Н 


Разыскание кривых, допускающих квадратуру т) 


Здесь мы попутно укажем прием нахождения любых кривых с данными площа- 
дями. А именно, определив каким-либо уравнением зависимость между площадью 2 
основанием х, следует отсюда найти орлинату у. 


Так, если ты предположишь, что У аа хх==г, то вычислением найдешь, 
х 


`Ужт» ат 


- =. А налогично обстоит дело в других случаях *). 


П 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО РЕШЕНИЯ НЕЯВНЫХ УРАВНЕНИЙ 


Далее следует еще обосновать решение буквенных неявных уравнений, & именно 
то, что чем далее развертывается при достаточно малом 2 результат, тем более он подходит 
в истинному значению, так что разность (7, 9 или т ит. д.), на которую он отли- 
‘Ччается от точного значения 1, делается, наконец, меньше всякой данной величины; и что 
‘при бесконечном продолжении результат становится равным самому ‘у. Это будет ясно из 
следующего: 

1. Так как при каждом действии в последнем члене уравнений, корнями кото- 
рых являются /, 4, гит. д., постоянно отнимается та величина, в колорой х нахо- 
дится в наимевыпей степени (т. е. бельше половины этого последнего члена, если считать х 
достаточно малым), то этот последний член (по пр. 1, кн. 10 „Начал“), наконец, ста- 
новится меньше всякой данной величины и совершенно исчезает, если действие про- 
должается бесконечно. 


1 ® О 
Например, если х=-_, 10 2 будет половиной всех 2-28 а ит. д. 


= - 1 
и 41° половиной всех 2°-- 28-7 4“--2° ит. д. Если х меньше, чем -_, 10 2 будет 
больше половины всех х-- 2? 28-2 и т.д. и 4? больше пеловины всех 2? -- 


у 1 д? 

-- 73-41 ит. д. Еели > меньше, чем 5, 10 5 больше половины всех 2 -----[- 
73 

РУ и т. д. То же и в других случаях. Чиеловые ксэфициенты, которые при этом 


встречаютея, большей частью беспрерывно убывают. В случае же, если бы они 
‘начали возрастать, достаточно х предположить еще в несколько раз меньше. 
2. Если последний член какого-либо уравнения беспрерывно убывает, пока» 


наконец, не исчезает, то один из его корней также убывает, пока, не обращаетея вместе с 
послециим членом в нуль. 
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3. Поэтому одно из значений величин р), 4, г ит. д. беспрерывно убывает, пока, 
наконец, при бесконечном продолжении действия не исчезает совершенно. 

4. Но значения р, 4 или хи т. д. вместе е последним полученным результатом рав- 
няютея корням предложенного уравнения. (Так, при вышепривеленном решении урав-- 
нения 93 - аау-фаху — 243 — 23 =0 получаешь 


1 ] хх 
ужатр=а—- а ч=а—- х-—- да у ит. д.). 


Отеюда достаточно ясно, что бесконечно продолженный результат будет одним из 
значений у. 

То же обнаруживается, если подставить вместо у этот результат в предложенное 
уравнение. Ты увидишь, что все члены с менышими степенями х постоянно взаимно 
уничтожаются “” 9. 


МЕТОД ФЛЮКСИЙ И БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ С ПРИЛОЖЕНИЕМ. 
ЕГО К ГЕОМЕТРИИ КРИВЫХ 


ВВЕДЕНИЕ 
О РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ 


Я заметил, что многие из современных геометров, пренебрегая синтетиче- 
ским методом древних, отдались преимущественно обработке искусства анализа, 
С помощью его они оказались в состоянии разрешить так много трудного, что пред- 
ставлялось, будто ими рассмотрены и исчерпаны всевозможные геометрические изы- 
скания, кроме квадратуры кривых и некоторых других аналогичных вопросов, иселе- 
дованных и изученных еше не в достаточной мере. Поэтому я нашел нелишним 
написать для молодых геометров эту книжку, в которой я пытаюсь раздвинуть пре- 
делы анализа и развить дальше учение о кривых. 

Действия, производимые над оужвами 51) ‚ и действия над обыкновенными */#сламч 
крайне сходны между собой и представляются различными только по тем характери- 
стикам, которыми они выражаются, причем в первом случае характеристики неопре- 
деленные и общие, во втором же они определенные и частные. Меня удивляет поэтому, 


что никто (если только не исключить Николая Меркатора°” в открытой им квадра- 
туре гиперболы) не. направил своего внимания на приложение к буквам принципов 
недавно открытого учения о десятичных дробях, особенно потому, что при этом откры- 
ваетея путь к более трудным и более важным открытиям. 

В самом деле, это учение о буквенных выражениях находится в таком же отно- 
шении к алгебре, как учение о десятичных дробях к обыкновенной арифметике. 
Поэтому тот, кто знаком с десятичной и с буквенной арифметикой°® и кто учитывает 
аналогию, существующую между десятичпыми числами и бесконечно продолжающимиея 
алгебраическими выражениями, сможет тогда легко изучить сложение, вычитание, 
деление, умножение и извлечение корней. Ибо то, что случается с числами, именно, 
что, чем дальше ови отетупают вправо, ‘тем болеше убывают в десятичном отношении, 
10 же имеет место и для букв, когда они, как это веего чаще будет в дальнейшем, 
расположены в бесконечную однородную прогрессию по степеням` какого-либо числи- 
теля или знаменателя. = 

И так же как десятичные дроби обладают тем преимуществом, что выраженные 
в них обыкновенные дроби и корни приобретают в некоторой степени свойства целых 
чисел, так что с ними можно обращаться как с последними, так и буквенные беско- 
нечные ряды приносят ту пользу, что всякие сложные выражения (дроби © составным. 
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знаменателем, корни составных величин или неявных уравнений и т. д.) можно 
се их помощью привести к роду простых количеств; именно, их оказывается возможным 
привести к бесконечному ряду дробей, у которых числители и знаменатели суть про- 
стые члены, и таким образом с небольшой затратой сил удается преодолеть трудности, 
в другом виде предетавляющиеся почти неодолимыми. 

Поэтому я сперва покажу, как следует производить эти приведения или же 
как можно приводить сложные количества к простым членам, — преимущественно в тех 
случаях, когда метод вычисления не элементарен. 

Затем я приложу этот анализ к решению проблем. 

Способ приведения посредством деления и извлечения корней станет ясным 
из нижеследующих примеров, в которых можно сравнить между собой методы, упо- 
лребляемые в десятичной и буквенной арифметике. 


ПРИМЕРЫ ПРИВЕДЕНИЯ ПОСРЕДСТВОМ ДЕЛЕНИЯ 


24 ; [12 
Если дана дробь а’ то раздели аа на 6-х по следующей схеме. 
аа аб ааххт аа т8 ааа“ 
х 0 + 
5-72) ва 6 ЬЬ - рз ра - бб ит 
аа 
аа —- “ 
в 
о 9% Чо 
р 
аа. сис 
— Ьь 
дат" 
——— 0 

ватт аа 

т ты. 

аа 

о — т 0 
аа“ аатА 
В ра 


Таким образом частное есть 


аа аат аа айт3 аат+* 
р ит.д, 
Ь рЬ Ьз + р5 


.. аа 
и ряд этот, продолженный до бесконечности, равен 5 


д‘ 


—1 
. 
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= — дд дд 


Если же ты возьмешь за первый член делителя ох, т. е. будешь делить так: 
х—-Ь)аа--0, то частное будет 
(а. дар 0006 0003 


—- 


т МИХ 273 /;4 


————> 


ит. д. 


Это находится, если действовать так же, как выше. 


1 
Равным образом дробь — ——— превращается в 
1 хх 
1 ях 44 — 26-48 — 110 ит. д., 
ИЛИ В 
—52 —4 —6 —3 —1 
т ох ^ итд 
А дробь 
1 3 
202 — д? 
1 
1-2 — 3х 
превращаетея в 
1 3 5 


У 


Г 


2х: — 2-х * — Зе -- 34 ® — 1343 ит. д. 


эдесь следует котати отметить, что вместо 


1 1 | 
д’ т’ шв, атм 
я употребляю 
—1 —2 —3 —4 
д. т’ хх итд, 
вместо 
—_ __ __ 3 _ 3 
Уз, Ул, У, Ух, Утитх 
употребляю 
1 3 5 1 5 
д, д*,х*, 44°, 9 итд 
и вместо 
1 1 
— — = ит. д 
у 3 > 4 
1 Ут. 771 
употребляю 
ИН: 
Та З,х + утх 


При этом я основываюсь на аналогии, как ты можешь это видеть из следующей 
или же подобной ей геометрической прогрессии: 


ка 3. в _ 1 3 5 
2", х ^ 44, Хх ь ах > ; 29 (или 1), т : ‚ #1. х > , „”, до Зи Т.Д 
Таким же образом вместо 
аа а? и 426? 
Я А’ 23 ит. Д. 


можно написать 


т“ 
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Равным образом следует писать аа — 2 | ° вместо У и аа— | вместо. 
1 
8 р —— 
‘0? —. 1уз } > 4062 — 4/3 
квадрата аа—аи < | вместо 17’ ТУ то же отноеитея и к другим 
УГУ Бу у 


выражениям. 


Итак, по существу можно различать положительные и отрицательные, 


це- 
лыс и дробные степени. 


ПРИМЕРЫ ПРИВЕДЕНИЯ ПОСРЕДСТВОМ ИЗВЛЕЧЕНИЯ КОРНЯ 


Если дана величина аа хх, 


то квадратный корень из нее можно извлечь еде- 
дующим образом: 


тх 7 .с6 5.7.8 710 212712 
аа-- хх а — и ит.д. 
+ + 24, За” т 16а? 1284' 256а3 102441 | 
[Я 
0 -- 
Ни -- р 
+ 
Аа 
+ рб Вы 
400 Заз 64а5 
„тб 18 
` 82 6446 
.6 8 ‚10 12 
-- - нЕ 
Зал 1646 6443 256ак 
5.18 1.10 712 
- ———=— итд 
6406 64.98 256419 
558 5410 541? 
6496 128а6 512а10 
о 7 4:10 7.12 
А ИТ. т. 
12898 512аю 
72:10 т 
128а8 256410 
| 21212 
— итд 
512а10 
Итак, найденный корень есть 
И -4 16 
а — — ит. х,, 
2а №) 16а? 


причем можно заметить, 
которых превосходят степень члена, 


например 


который я 


что в конне действия я пренебрегаю всеми членами, степени 
желаю принять за последний... 
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Порядок членов можно обратить следующим образом, взяв хх | 9а; тогда корень 
а1 06 5498 


да 
окажется Ра бе т ИХ 


Р.Р 7:4 .65 
Равным оброазом корень из аа — ту ееть а—---— — и т. Д. 
р р За Заз 16а5 
м И О О 
Корень из х— хл есть г? — д” Щи ит. Д. 
2 5 16 
_ [. .Г.Г облет 
Для аа Ьг— гг он равен а ИТ 
| р — За За Заз 
1 1 1 
—_—__ 1 — ат! ——^ аа —— а ит т 
1-- атх - 2 8 т 16 х 
А —_ ет 
1 ри | ] 1 2 


3.46 и Ч. д. 


— ‹ ) 


что далее (по разделении) будет: 


> 
2 


1 +5 [›. 2: --. 5 т 3.16 ит. Л. 


5) 


1 1 
-Н С 9” + те а 


Эти операции, однако, часто можно бывает сократить, надлежащим обра- 

зом подготовив величины. Если бы, как, например, в вышеприведенном примере, в кото- 
1-42“ И 

ром мы искали р, форма чиелителя и знаменателя была бы не одинакова, то 


я умножил бы их оба на У 1-—0бух, откуда получил бы 


Итак -тавт 
| — д 


1 — бух ” 


после чего достиг бы цели, извлекая корень только из числителя и деля затем на 
знаменатель. 

Я думаю, теперь уже достаточно яено, каким образом можно извлечь всякие 
другие корни и как приводятся к бесконечным рядам простых членов сложные вели- 
чины с любым числом радикалов или знаменателей вроде, например, 


- 
ГО 


|7 — И — Г’ у 1:3 —|-- 25 — 2 


8 —_—___^ 


3 3 ИР 
—_— р. 
Уажл ‚гЗ И И 2.— „3 


— п 
_-- — 
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С приведении неявных уравнений 


Теперь я приступаю к объяснению того, как можно разлагать в бесконечные 
ряды корни неявных уравнений. Этот вывод мне придется провести более подробно, 
ибо то, чему математики учили относительно числовых уравнений до сих пор, очень 
сложно и связано с лишними операциями, так что оно не может служить для нае 
образцом для проведения этих действий в буквах. 

Поэтому я сперва укажу, как можно коротко решать числовые неявные урав- 
нения, а затем этот же метод перенесу и на буквы. 

Пуеть предложено решить уравнение 


3 —2у— 5 =0 


и пусть 2 представляет собой (каким-либо образом найденное) число, которое отли- 
чается от верного значения корня меньше чем на свою десятую часть. 

Я принимаю тогда 2|-р==иу и подетавляю 2-- р вместо у в указанное урав- 
нение, причем получается новое уравнение: 


р3-- вер 10р—1==0, 

у которого нужно найти корень, с тем чтобы прибавить его к результату. Еели от- 
бросить р3-- 61? в силу малости этих членов, то останется уравнение 10р— 1 =0 
или р==0,1, каковое значение очень близко к истине. Поэтому я прибавляю его 
к прежнему результату, полагаю 

0,1 -а==р2, 
и составленное таким образом значение подетавляю, как и раньше, вместо р, что дает 

93-- 6,3499-+ 11,289 -- 0,061 = 0. 
Отеюда выводится, что 
11,239-- 0,061 =0, 

что приблизительно верно, или приближенно 

4==—0,0054. 

Последнее получается при делении 0,061 на.11,25 до тех пор, пока не получится 
столько знаков, сколько заключается мест между первыми знаками этого и главного 
результатов 56). Так, здесь между 2 и 0,005 имеется два места. Поэтому я ниже резуль- 
тата пишу — 0,0054, так как это величина отрицательная. Положив 

— 0,0054 К л=4 
и подставив, как выше, я продолжаю таким образом действия сколь угодно, как это 
можно видеть из прилагаемой таблицы 5”). 

„Но действия в конце могут быть значительно сокращены, в особенности, если 

уравнения будут высоких степеней. 


Примечание. Будем иметь: 
— 0,0000001874 84 -{ 0,000082А8у - в.отвзу? -+ кз 
-{ 0,000183708 — 0,06804 ин: 


Но так как перечеркнутые числа следует отбросить и вместе © тем они бы загромоздили 
таблицу, то мы их отбрасываем уже здесь. 
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| 98 —9у— 5 =0 —- 2,10000000 
— 0,00544852 


+ 2,09455148 ит. д. = 


—_— 


2гр=у У -- 8 12-Е бур 

| — 29 —+— 2р 

—5 —5 

Сумма — 1 Юр 6-ти 

о р 

0,1 -9=р - 23 —- 0,001-- 0,034 - 0,394 — 43 

-- 69р 0,06 + 1,2 +6 

| -- 10р т 0 

— 1 —1 

| 

| Сумма 0,061 -Р 11,239 6,394 -- 43 

00054 ту=у т Ф — 0,0000001 *-- 0,000*х=* 
—- 6,399 | 0,0001837 * — 0,068* 

-- 11,284 —0,060642 -- 11,28 

| -- 0,061 -- 0,061 

| Сумма | 0,0005416 — 11,162 


— 0,00004852 Е 5 =х 


Определив, до каких пор ты желаешь продолжить вычисление корня, установи, 
сколько мест остается заполнить в результате, и столько же и возьми (после первой цифры) 
в коэфициенте предпоследнего члена уравнения, образующегося в правой части таблицы, 
и о0тбрось весе последующие десятичные знаки. Для. определения десятичных 
знаков, которые должны быть отброшены в последнем члене, прибавь к числу‘ мест 
высшего знака столько мест, сколько мест уже заполнено в результате. Но в предпред: 
последнем члене отбрось те, которые находятся за столько мест, сколько остается по 
исключении числа заполненных меет из незаполненных, и так далее, следуя арифмети- 
ческой прогрессии с разностью, равной последнему интервалу. Или же, что то же 
самое, следует всегда отбрасывать столько знаков, сколько в предпоследнем члене, так, 
чтобы последние места образовали ряд в форме арифметической прогрессии, причем 
(в ином случае) они должны быть заполнены кружками 58). 
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Так, если в настоящем примере угодно продолжить действие до восьмого деся- 
тичного знака, то, положив 0,0054 -[-х вместо 4 (причем четыре десятичных места в ре- 
зультате заполнены и столько же остается незаполненных), я смогу отбросить знаки, 
которые занимают паять последних мест, что я отметил перечеркиванием, & также 
отбросить первый член 73, хотя коэфициент при нем 0,99999 и т. д. По уничтожении 
таким образом этих знаков, дальнейшие действия дают сумму 


0,0005416 1 11,162», 


откуда с помощью деления, продолженного до того места, которое указываетея членом, 
выводится, что 
— 0,00004852 =, 


каковое значение и приводит нас в желательному результату. Отняв затем от положи- 
тельной части результата отрицательную, мы получим в качестве корня предложенного 
уравнения 2,09455148. 

Можно заметить также, что если бы я усомнилея в начале действия в том, 
достаточное ли приближение для корня дает 0,1 =, то вместо 10р — 1 =0 я взял бы 


брр —- 10р—1==0 


и для результата взял бы первый знак корня этого уравнения, как более близкого к нулю. 
Правильно сделав это, я найду и второй, а также четвертый знаки результата, если 
только в рассматриваемом вспомогательном уравнении квадрат коэфициента пред- 
последнего члена будет не более чем удесятеренное произведение последнего члена 
на коэфициент предпредпоследнего. Ты весьма часто облегчишь себе труд, в особен- 
ности в случае уравнений. высоких степеней, разыскивая весе знаки, которые следует 
прибавить к результату, се помощью этого приема, т. е. определяя наименьший корень 
из трех последних членов вспомогательного уравнения. Таким образом ты по большей 
части будешь в состоявии получить удвоенное число знаков результата. 

Теперь мы переходим от решения числовых уравнений к решению буквенных. 
Однако предварительно нужно иметь в виду следующее. 

Во-первых, что какой-либо (и безразлично какой) буквенный или видовой коэфи- 
циент при наличии многих коэфициентов может быть от других отделен или же пред- 
положен либо много большим, либо много меньшим, чем все остальные, т. е. более 
близким к данному количеству. Основание этому заключается в том, что, так ках его 
степени в чиелителях или знаменателях членов результата все возрастают; то эти 
члены последовательно убывают и потому результат непрестанно подходит к искомому 
корню, как можно усмотреть из того, что мы выше отметили о букве х в примерах на 
приведение посредетвом деления и извлечения корней. 

В последующем я буду обозначаль такие виды величин обычно через-“х или 2; 
ау, р, 9, т, з ит. д. буду употреблять для определяемых корневых видов 53). 

Во-вторых, отметим, что в тех случаях, когда в предлагаемых уравнениях 
встречаются сложные дроби или иррациональные выражения или же когда они воз- 
зикают в самом процессе решения, то их следует удалять приемами, хорошо знакомыми 
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эналитикам. Если, например, ты имеешь 1/3 -- 


ИУ 2% =0, то умножь это урав- 


чение на 6 —х и яз произведения 


буз`-—- БЪуу — 6 —0 
— 4 = 2“ 


юпредели значение у. 


_—_—_—_ й . 
Можно еще положить у ЖЬ— 2 ==4; написав - вместо у, найдешь 


р 
из —-- фин — 0323 -- 366.54 — 3625-28 =0. 


Отсюда ты извлечешь и, а чтобы получить у, результат разделишь на $ — хх. 

1 4 
Таким же образом, если предлагается уравнение у — ху * 23 =0, ты 

1 1 
можешь принять у? =% и 53 =г; тогда по подетановке им вместо 1/ и 23 вместо х 
получается #6 — 234 | 24 —=0. По разрешении этого уравнения следует вернуться к хи у. 
А именно, мы находим корень «==е-+- 28-1 625 и т. д. и, возвращаясь к уи=, имеем 
1 1 5 2 4. 

У =2? | х-- 62 3 ит. д.; возводя затем в квадрат, имеем у = 253 -- 13х ит.д. 
Равным образом, если имеются отрицательные степени хи, они могут быть 


—1 
Удалены посредством умножения на х или У. Так, если дано уравнение 23 Зхху ^— 
1 


—2%  —16у °==0, то умножь его на х и на 93, после чего получится 243 -- 
да, 243 3а* 

- 323? —2,3 — 16; =0. Еели же заданное уравнение есть х==—— — -—, 
| И уу 13 


то умножь его на 73, и ты получишь ху3 = вауу — 2а3у | 30%, и так же обстоит дело в 
других случаях. 


В-третьих, когда уравнение таким образом уже подготовлено, следует начать 
действие с определения первого члена результата. Когда оба неизвестных (х или 2) 
предполагаются малыми, то к определению этого и следующих членов приведет общее 
правило. № этому случаю могут быть приведены и два остальных. 

Правило же это таково: из всех членов, в которых отеутетвуют буквенные корни 
(у, р, 4) г ит. д.), выбери тот, в котором неизвестная буквенная величина (х или 2 
ит. д.) входит ‘в наименьшей степени; затем выбери другой член, который содержит 
этот корневой вид и таков, что прогреесия, составленная из измерений каждово из 
упомянутых выше неизвестных, при продолжении ее от члена, принятого за первый, 
до этого члена либо возрастает настолько, насколько это возможно, либо убывает 
столь мало, насколько это возможно; и если имеется несколько таких членов, изме- 
рения которых принадлежат этой прогрессии, сколь угодно далеко продолженной, то 
их все следует брать 69. 

Приравняв, наконец, сумму выбранных таким образом членов нулю, найди зна- 
‘чение неизвестного корня и припиши его к результату. 

Для лучшего уразумения этого правила пояеню его на следующей диаграмме 61). 


3 зак. 9396. Ньютомщ. 
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Построй прямой угол ВАС, стороны его ВА, АС раздели на равные части и, 
восставив перпендикуляры, раздели угловую площадь на равные квадраты или парал- 
лелограмы, которые отметь вписанными в них измерениями букв хи у: 


В “|= „| Чу | 248 24 245 54° ит.д 
я |2 „| 23 | 253 — 134 435 236 ит. д 
г | а и ххуу Га 21% 245 х1у6 ит. Д. 
|. Е. ,_ 23 = 1 В 216 ит. Д. 
Е Е Е С РЕЖЕ 


Затем, когда дано уравнение, отметь каким-либо знаком параллелограмы, соот-- 
вететвующие всем его членам, и приложи линейку к двум или же, что случается 
иногда, в нескольким из отмеченных таким образом параллелограмов, из которых один 
является самым нижним в столбце АБ слева, другой попадает на линейку справа, 
а все остальные, не касающиеся линейки, находятся над ней. Затем возьми весе те 
члены уравнения, которые содержатся в параллелограмах, задетых линейкой, и найди 
из них величину, которую следует положить в результате. Так, если следует определить 


3 
корень уравнения 6 — 57/5 = 1+ — Таа хх 69323 - 0624 = 0, то я обозначаю, как 
р УР р уу 


видишь (фиг. 1, табл. ПТ), параллелограмы, соответствующие членам этого уравнения, 
звездочкой х. Затем я прикладываю линейку РЕ к самому низшему из отмеченных паралле- 
лограмов в первом столбце слева и вращаю линейку снизу вверх в правую сторону, пока она 
не пройдет через какой-нибудь один или несколько различных отмеченных параллело- 
грамов. При этом я вижу, что линейка заденет те места, в которых содержатея члены 
23, ххуу и 98. Поэтому я составляю из них уравнение у6 — Тааххуу -- 64343 =0 62 


(которое, если угодно, я затем, полагая у=чуи ах, привожу к 8 —7Тии 6 —=0) и из 
него нахожу у, который имеет четыре значения, а именно: + Иа, — Уах, —- У ах, 
— И 2ал. Из этих значений я могу взять за первый член искомого количества любое, 
но в различных случаях следует выбирать то из них, которое соответствует тому 
корню, который мы желаем найти. 

Так, если дано уравнение 95— уу-- 965х — 43 =0, то я собираю члены 
— уу 96%х и для первого члена результата получаю у==3х. А если дано уз -|- 
—- аху-- аау — 13 — 2 =0, то я беру у3-- вау — 243, корень которого есть а 68), 
и © него я и начинаю писать искомое. 

Равным образом, если бы я имел 155 — 3с41уу — слх -- с'==0, то я выбрал бы 


С 
из него хху?-- с1, откуда вывел бы и = — ——, каковая величина и представляет 
у т, 


первый член искомого результата. И так далее. 
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Но если этот найденный член содержит какую-либо отрицательную степень, то 
я делю уравнение на ту же степень неизвестной буквенной величины, для того чтобы 
не пришлось делить на нее в самом решении. С этим согласуется нижеизложенное 
общее правило об уничтожении излишних членов. Так, если дано уравнение 


8263 -|- 126уу — 27109 = 0, 


3 


а 
корень которого начинается с члена -_, то прежде, чем приступить к его решению, 


я делю его на 22, так что получается 
82? —- аг‘уу — 272 *=0. 

Затем таким же образом находятся из различных вспомогательных уравнений 
и остальные члены, которые следует прибавить к результату, причем большей частью 
с меньшим усилием, так как все дело здесь сводится к тому, что низшие из этих 
членов, которые содержат бесконечно малые величины (7, хх, 28 ит. д.) и не содержат 
буквенных корней (р, 4, у и т. д.), делятся на выражение, которое стоит при бук- 
венном корне в первой степени и уже не содержит неизвестной величины; то, что 
получается отсюда, записывается в результат. Так, в приводимом ниже примере члены 
т хх 13123 1. 191 3 
=, аа’ тэ 1" д. производятся путем деления ахх, 16 127, ов ит. д. 
на 444. | 

После установления этих предпосылок остается показать практику решения. 
Пусть требуется решить уравнение у3-[ вау-|- «ху — 243 — 13 =0. Из нескольких его 
членов я составляю уравнение 3 -- аду — 243 ==0 (согласно тому, что мы предпослали 
в третьем указании), откуда получаю. у —&==0. Поэтому я пишу в искомом резуль- 
тате а. Однако, ввиду того что --а не представляет точного значения у, я полагаю 
а-- р=у и в членах уравнения, написанных с края, полагаю &--р вместо у; про- 
исходящие отсюда члены я снова записываю с края (13--3Зарр арх ит. д.). Из них 
я на основании предпосланного в третьем указании вновь выбираю члены, из которых 


1 
составляется уравнение 4аар- аах ==0, дающее р == — д <. В искомом результате 


1 1 
я записываю — 2, но так как — 12 не равно точному значению р, то я полагаю 


1 1 
—щята= фр и в членах, написанных с края, вместо р подетавляю 4714. 


3 
Полученные при этом члены (еее 3494 и т. х.} я снова выписываю с края, 


а из них согласно предыдущему правилу опять выбираю члены для образо- 


1 хх 
вания уравнения 4аа4 — -; @тх —0, которое дает = 64а; эту величину я при- 
ставляю в результате. 
2х 
Таким же образом, так как ба не есть точное значение 4, я полагаю 


64 
прохолжаю сколь угодно, как это видно из следующей таблицы: 
‚8* 


У хх 
а т==4и в членах, написанных © края, вместо 4 подетавляю бад = 7 и так 
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уз -- вау — 2а8 + аху — 73 = 


М гг 
2—1 Рая Г ыэаа 


509.1 т 
16 3849? 


131.53 


а р=у Е уз — 43 --3Заар- Зарр р 
—- ау —- аах -- арг 
—- аау | -- а —-а@р 
— 203 — 243 
1. ы. 3 
›з —__- з —^ але 3 
—е-Ч=Р 1 а” Тб’ 4997 та 
—- Зарр + те 427 — 5- ах —- 3949 
1 
—- арх — д —- 94х 
—-4арр — аа —- 4994 
—- вах — вах 
— 23 — дз 
| 
хх 
+ а "= г | * 
З.71 5 
—- 3494 | -- тобба * Г 39 "7-Е Зи 
3 324 5 
к _9 ОНИ ри 
г 16 92” Тода * Г 16”? 
1 | 13 1 
—э аду — 128 д о 941 
1 | 
—- 4449 | -- тв “^^ —- аа 
65 65 
— —^ аз о” 8 
4” 4” 
1 ах : (т. 
16 16 — 
1 9 131 15.54 13123 50954 
4аа — — А-З а ПИН 
т ЕТ ») Г 128 40964 (+ 512да "16884 08 
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Когда результат следует довести только до определенного места, так, чтобы, напри- 
мер, в последнем члене х не был выше определенной степени, то, совершая подстановки 
в членах, я опускаю те 6%, которые, как я предвижу, не войдут в употребление. Для 
этого имеется такое правило: к первому члену, получающемуся для какой-либо величины 
в смежном с ней столбце, присоединяется столько членов справа, на сколько единии 
показатель степени, которая должка быть выешей в искомом результате, превосходит 
ноказатель сфепени этого первого члена. 

Допустим, что в настоящем примере я хочу, чтобы результат (или же буква х 
в результате) не превосходил четвертой степени. Тогда Я опускаю все члены после х4 
и беру один после 23, и таким же образом нужно уничтожить все члены, следую- 
щие за знаком ж 5). 

Так действия продолжаются до тех пор, нока ты не придешь к членам 
2 ВЫ аа — 1 аи в которых р, 4, г или $, означающие дополнения 
40964 128 2 ? 7 2? ” 

к искомому корню, находятся в первой степени и из которых посредством деления 

ты сможешь получить столько членов, сколько их показалось нужным для заполнения 
13123, 50944 } 

512аа ‘ 16384а3]` 

Таким образом ты, наконец, получишь 


1 / 4% 13143 509.54 
а — Е, 1 52а Геза ИТ К 


результата (вменно: 


Для лучшего уяенения предмета я прибавлю еще другой пример решения. 
Дано уравнение 


1 - 1 1. 1 
АИ — ууу 2=0. 


'Гребуется найти решение вилоть до пятой степени. Ненужные, отбрасываемые 
члены обозначаются через „и т. д.“. 
Равным образом, если предложено найти решение уравнения 


63 35 1 
ща ИИА, ‘ 715 — 4/3 —2=0 
5816 Е Ро Роу 


вплоть до девятой степени результата, то ты можешь еще до начала действия отбро- 
63 
2 316 
сходящие 29, и взять лишь один носле 27 и лишь два после 25, ибо легко усмотреть, что 
в решении показатели равномерно повышаются на интервалы в две единицы, именно так: 
2, 23, 25, 27 и т. д. В конце концов ты получишь 


1 1 1 
аа 
В 120 


СИТЬ 


у. Б ходе же самого действия ты можешь отбросить все члены, прево- 


1 
- 2—2 ит. Д. 
5040 - 365 880 
Отсюда обнаруживается тот прием, с помощью которого можно решать беско- 
нечные неявные уравнения или же уравнения, состоящие из бесконечного числа 
членов. Лено, что прежде, чем приступить к действию, следует отбросить все не 
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1 1 1 1 1 1 1 1 
—__ 6 __[_ 4 —__ 113 — — 2 = — — 22 — 23 — 24 — 25 . Щ» 
БУ ЧУ РУ ТУ т 4" Го" ит.д 


1 . 
а р=у У == ит. д. 
1 1 
оо —[ 24 — 2723 
1 4“ р ит. Д 
1 ТЗ 
У 2 -- рее ррг ит. д. 
1 1 1 
у -Ре-р 
—— 2 — 2 
1 1 .- 
5 22--4=р - рре тя ит. д 
1 4. — 
1 
— р? ——25 ит.д 
—- ргг -Н — = -Р 422 
2 1 3 2 
— 72 —э° — 03 
1 
р -- 5 22-9 
1 1 
— 25 — 256 
+ += 
1 1 
24 —_ 24 
4“ 4 
1 1 
т“ 7 
1 22 1 , 
о 22 27" 
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содержащие буквенного корня члены, в которых измерение бесконечно малой вели- 
чины превосходит высшую, требуемую в решении степень, или же члены, от 
которых после подстановки вместо буквенного корня первого члена, найденного с 
помощью параллелограма, как это показано выше, могут получиться только высшие 
члены. По этой причине в последнем примере я отбросил все члены выше, 1/9, хотя 
их и бесконечно много. 


Таким же образом, чтобы определить 66) кубический корень уравнения 
([ — 8-22 — 424-926 —1628 ит. д. 
-Ру на 22 — 921 326 — 428 и Т. д. 
0—4 — у на 22 — 24 -- 26—28 ит. д. 


1 1 
| —- 3 на 2—2“ - 5—1 и Т. Д. 


до четвертой степени 2, я опусгаю все до бесконечности члены, высшие, чем те, 
которые составлены из 


1 1 
—- уз на и 
и 3 
— ИУ на ве — 21-25, 
Я ИЗ 
—Р-у на 22 — 221, 
И ИЗ 


1 на —8--22 — 424. 


Поэтому для решения я беру только уравнение 
1 1 
2" — 5 21 22у — 2вуу уу — ггуу — 224 -2гу — 421 [2—8 ==0. 


2 
Действительно, первый член решения (5. :) при подетановке его вместо 1 
2 


в отброшенную нами и сокращенную на 23 часть уравнения дает всегда степени выше 
‘четвертой. 
Можно приложить и к квадратным уравнениям то, что было сказано о выеших. 
Так, если корень уравнения 


[ у 
| у а 
т 


ищется ло 48, то я отбрасываю все до бесконечности члены, высшие, чем 


НУ 
—у вв а, 


и беру только уравнение 


ууу ву — У ——0, 


а 
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которое разрешаю либо’по обычному правилу, дающему 


1 1 сх 1 1 3 13. 
уже 2-5 — И тм. 


либо короче и легче — по уже изложенному способу для неявных уравнений, с помощью 
которого получается 


и — ——— — 
у 443 404 


где последний требуемый член исчёзает или равен нулю. 

Поеле того как корни получены с достаточно большим числом членов, иногда 
бывает можно найти сколько угодно дальнейших членов, если только правильно 
подметить общий закон составления рядов. 

Так можно продолжать до бесконечноети следующий ряд: 

1 


1 
2-Г -—22 = —— 26 И Ч. п. 
5 120 ИГТ 


. 1 1 
(зоторый представляет корень бесконечного уравнения ==у— р уу = \— рт “ит. д. |, 
если постоянно делить последний член на ряд чисел: 2, 3, 4,5, 6, Тит. д. 


А ряд 


о 


р :9 
120 “ —505* из О 880 иг” 
можно продолжать, беспрестанно деля на числа 2х3, 4Х5Ь, 6ХТ 8Ж9 ит жк. 
Далее, для ряда 
хх 2+ 48 518 


И аи ‚ д. 
-- 35а — за 168 Тов ТА 


межно найти сколько угодно членов, умножая уже найденные соответственно на дроби 
1 1 3 5 7 
в, 8’ 10; же относится и к остальным. 

Однако при определении первого члена решения, а иногда также второго` или 
третьего, может возникнуть требующее разрешения затруднение, & именно: выраже- 
ние его при нахождении по вышеуказанному снособу может оказаться иррациональным 
или неизвлекающимся корнем неявного уравнения высшей степени. Еели встретится 
етот случай, то такой корень (если только он не мнимый) 8 можно заменить какой- 
либо буквой. Сделав это, мы следуем далыпе обычным порядком, как если бы этот 
корень был известен. 


Так, если бы в примере 
у3—- аху-|- аау — 43 — 2а3 =0 


3 -- аау — 243 =0 


корень уравнения 


оказался иррациональным или неизвестным, то я мог бы вместо него поставить какую- 
либо букву (например 65) и, полагач, что результат требуется найти хо третьей степени, 
провести решение, как показано ниже: 


3 
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3 -- аау - ату — 28 — 3 =0. 
Положи аа-|- 356 == сс. Тогда 
афх › бух, 23 43631;3 25623 4543  @56348 


о На Тетя тя Тв ИХ 
В р=у уз —= 53 -- 366р-- З6рр | 2? 
—- аху -- 965 -- арх 
—- аау Е ва —- вар 
— 13 — 43 
. — 203 — 243 
афт : а303.т3 
м Г*Р р —. 68 т. д. 
ЗаабЗ хх  6а02х 
—- 36 рр —- д в ЧИТ. У. 
аабтт 
-- 902 и. —- 444 
- рес — 06%  —- 664 
—- 173 —- 123 
-- абх -- аб к 
бабах \ бабу 43 03 43 |о*бтх 23, а36348 
ее ах — рт. на С (ее <: С ит. д 


Здесь, вводя в решение ©, я полагаю 6 |-р==у и затем подставляю это выра- 
жение вместо у, откуда, как видно, получается 3 --- 369р ит. д.; члены 63 -|- @а6 — 2а3 
отбрасываются как равные нулю, ибо мы предположили, что $ есть корень уравнения 

у -- аау — 243 = 0. 


Члены же 3661 -|- вар -- абх дают 


___ аб 
2 — Зав’ 


и это количество следует ввести в результат, а вместо р положить 


4 Г а, 
3606 - аа ' 


В целях сокращения я вместо 356 -- аа пишу сс. Но это выражение 356 --- аа 
восстанавливается, как только я замечаю, что при этом члены получаются короче. По, 
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завершении действия, взяв для @ некоторое числовое значение, я решаю уравнение 
3 аау — 248 =0 
так, как это было указано выше для числовых уравнений, и, если уравнение имеет 
`три корня, вместо 0 ставлю какой-либо из его корней. 
Но лучше при помощи изложенных выше приемов освободить это уравнение 
(насколько это возможно) от букв, главным образом от тех, которые остаются неопреде- 


ленными, а вместо остальных букв, если еще остаются такие, которые не поддаются 
исключению, положить числовые значения. Так уравнение 


3 -- аау — 243 =0 
можно освободить от а, разделив корень на а 68), откуда получается 
у-Уу—2=0; 
найдя из этого уравнения корень и умножив его на а, ты примешь его за 6. 
До сих пор мы предполагали буквы неопределенно малыми. Если же можно пола- 
гать, что они очень близки к данным величинам, то я обозначаю какой-либо буквой их 


неопределенно малую разность, ввожу ее в уравнение и затем решаю его, как ранее. 
Допустим, например, что я знаю или предполагаю, что в уравнении 


рии ии ру-а-ра=о 


х почти равно какой-нибудь величине, например. а. Тогда я обозначаю разность их 
через г 69 и, полагая вместо х а-г или а—2, получаю 


1 - 1 1, - 1 
БУРИ Ви оу 2 =0, 


что можно решить уже изложенным методом. 

Если же эта неизвестная буква предполагается неопределенно большой 10) 11, 
то я обозначаю какой-либо буквой обратную ей величину, которая тогда будет неопре- 
деленно малой и, вводя эту букву, дальше продолжаю решение обычным методом. 

Положим, например, что 


ууу — 28 =0, 
и пусть мы знаем или думаем, что х— очень большая величина. Тогда вместо обратной 


. 1 1 
малой величины —_ я полагаю 2; подотановка —_ вместо х дает 


“а 


- 1 
ууу — = =0, 


корень чего есть 


Это выражение после восстановления в нем, если угодно, х превращается в 


ух = 7 2 и Т. д 
3 97 8] ту 8173 т 
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Если ни один из этих приемов, повидимому, не приводит к успеху, то можно 
\ 
прибегнуть к другим. Например для уравнения 


у“ —хуу + хуу-- 2уу —2у--1=0 
первый член корня должен определяться из предположения, что 
уе -- 2уу —2у--1==0. 


Но это уравнение не имеет ни одного вещественного корня, и поэтому тебе следует 
испыталь, что можно получить каким-либо другим способом. Ты можешь, например, пред- 
положить, что х мало отличается от --2 или что 2--2==5. Подетавив тогда 2-2 


вместо т, ты найдешь 
у+— ггуу — З2уу —2у-т1=0, 
| 


и решение начнется с единицы. 
Ты можешь также предположить, что х — величина неопределенно большая и что 


1 
—==2, откуда выведешь, что 


уу — ут =0; 


тогда цепь членов результата начнется е 2. 
Таким 0бразом, действуя в соответствии с различными предположениями, мы 


можем определять и выражать корень различными способами. 
Если ты хочешь определить, сколькими способами можно это осуществить, то 


следует посмотреть, сколько 'существует таких величин, которые при подетановее 
их в уравнение вместо неизвестного делают уравнение делящимся на у или — неко- 
торая величина пли просто на у. Например с уравнением 


уз аху-Р вау — 28 — 248 =0 


это происходит, если вместо х в него подставить а или — а или —2а или 
1 


— 243 | 3 ит. д. Веледетвие этого ты можешь предположить, что количество х мало 
и 


отличается от -а или —@ или —2а или — 243 | °; столькими же приемами ты 
сможешь найти корень данного уравнения, а может быть, и еще столькими же приемами, 
если положить эти разности неопределенно большими. 

Кроме того, ты можешь иногда притти к той же цели другими путями, принимая 
за неизвестное ту или другую из букв, выражающих корень, & также подставляя 
вместо неизвестного любым образом сконетруированные выражения вроде 


а а-- сг 


Ба’ 2? 


ит. д. ) и оперируя е получаемым таким образом уравнением, как и раньше: 

Для того чтобы убедиться в истине этих выводов, т. е. в том, что найденные 
таким образом и сколь угодно продолженные результаты приближаются к корню 
уравнения так, что под конец отличаются от него на величину, меньшую всякой 
величины, и что поэтому при продолжении до бесконечности они совсем от него 


аг —- 022, 
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— — = — о: к - -_-- _- ——__- : 


— — ще И 


не отличаются, следует заметить, что величины, которые находятся в крайнем левом 
столбце правой стороны таблицы, суть последние члены уравнений, корнями которых 
являются р, 4, г, $ ит. д. При их иечезновении исчезают также и корни р, 0, Х, $ 
и т. д., т. е. разности между результатом и искомым корнем, так что результат тогда 
ничем не отличается от истинного корня. Поэтому если ты в самом начале действия 
усмотришь, что члены, находящиеся в указанном столбце, все взаимно уничтожаются, 
то отсюда следует заключить, что доведенное до этого места решение и есть точный 
корень уравнения. Если же дело обетоит иначе, то ты все-таки усмотришь, что все 
члены, в которых неопределенно малое неизвестное стоит в малых степенях, т. е. вее 
наибольшие члены выпадают из этого столбца так, что либо их, наконец, совсем не остается, 
либо же остаются только те, которые меньше любой назначенной величины и поэтому 
при продолжении действия до бесконечности оказываются не больше нуля. И таким 
образом продолженное до бесконечности решение будет в конце концов истинным корнем. 

Пусть, наконец, предполагается, что буквы, которые до сих пор для яености 
предиолагались неопределенно малыми, — сколь угодно велики; решение и тогда 
остается верным, хотя не будет так быстро сходитьея к истинному корню, что ясно. 
из аналогии вещей. 

Здесь следует рассмотреть еще границы корней или их наибольшие и наименьшие 
величины. Свойства их — общие и у конечных и у бесконечных уравнений. Корень 
у них принимает наибольшие или наименьшие значения, когда становится наибольшей 
или наименьшей разность между .суммами положительных и отрицательных членов; 
корень ограничен, когда неопределенная величина (которую вследствие ее неопреде- 
ленности можно предполагать всегда весьма малой) не может стать большей без того.. 
чтобы величина корня не стала сразу бесконечной, т. е. невозможной. 

Для пояснения этого возьмем (фиг. 2, табл. Ш) полукруг АСД, описанный на 
лиаметре АО, и пусть ВС есть ордината. Положи АВ=х, ВС ==у, АР ==а. Тогда 


у= Уд Уве" У 2 Уаа— 


т 5 —= уда и т. д., 
как выше. Поэтому ВО или ( становитея ваибольшим, когда У ал превосходит 
другие члены 
] , 
— У а — Иа 


+ И аа ит. х. 


а 


на, наибольнтую величину, т. е. когда х = — а. Ограничивается жеу при с=а, ибо 


р 
если положить х большим а, то сумма всех членов 


— Уа— 


——ы 


— Иа итд 


возрастает до бесконечности. Но существует и другая граница, а именно х==0- 


вследствие невозможности У — ах, и этим границам, или пределам, соответотвуют 
пределы, или, границы полуокружноети 1 и р. 
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ПЕРЕХОД К МЕТОЛУ ФЛЮКСИЙ 


До сих пор речь шла о методе вычисления, который будет часто употребляться 
в последующем. Теперь для пояснения искусства анализа остается привести некоторые 
образцы задач, причем преимущественно. таких, которых больше всего доставляет 
природа кривых. Но прежде всего следует заметить, что все заключающиеся в них 
затруднения можно свести к двум следующим проблемам относительно пути, описы- 
ваемого местным движением 74%), как либо ускоренным или замедленным 75). 


т 


1 


Длина проходимого пути постоянно (т. е. в каждый момент времени) дана; 
требуется найти схорость движения в предложенное время. 


И 


Скорость движения постоянно дана; требуется найти длину пройденного 
в предложенное время пути. 

Если, например, в уравнении хх =—=у у представляет длину пути, пройденного 
к определенному моменту времени, а время измеряется и представляется описываемым 
се помощью другого пространства х, возрастающего с равномерной скоростью х, 
то Эхх предетавляет собой скорость, с которой будет проходитьея путь у в этот момент 
времени, и наоборот. Поэтому я буду в последующем рассматривать величины как 
порождаемые посредством непрерывного нарастания, подобно пути, который описывает 
тело или какая-либо движущаяся вещь. 

Но так как мы здесь привлекаем к расемотрению время лишь в той мере, 
в которой оно выражается и измеряется равномерным местным движением, и так как- 
кроме того, сравнивать друг с другом можно только величины одного рода, & также 
скорости, с которыми они возрастают или убывают, то я в нижеследующем раз- 
сматриваю не время как таковое, но предполагаю, что одна из предложенных величин, 
однородная с другими, возрастает блаводаря равномерному течению, а все остальные 
отнесены к ней как ко времени. Поэтому по аналогии за этой величиной не без 
основания можно сохранить название времени. Таким образом повсюду, где в даль- 
нейшем встречается слово время (а я его очень часто употребляю ради ясности 
и отчетливости), под ним нужно понимать не время в его формальном значении, 
а только ту отличную от времени величину, посредством равномерного роста или 
течения которой выражается и измеряется время 76) 77) 78). 

В дальнейшем я буду называть флюэнтами, или текущими величинами, величины, 
которые я расематриваю как постепенно и неопределенно возрастающие; обозначать я их 
буду последними буквами алфавита, и, у, хи г, чтобы их было возможно отличать от других 
величин, которые рассматриваются в уравнениях как известные и определенные и которые 
поэтому обозначаются первыми буквами алфавита а, 6, сит. д. Скорости, се которыми 
возрастают вследствие порождающего их движения отдельные флюэнты (и которые 
я называю Ффилюхсиями, или просто скоростями или быстрота,ми), я буду обозначать 


темя же буквами, но пунктированными, например и, у, 2, д, т. е. для скорости вели- 


чины и я пишу и, аналогичным образом для скоростей лругих величин х, У и 2 я 0001- 


ветственно пишу 2, 9, 2”). 
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Предпослав это, я тотчас приступлю к изложению предмета и прежде всего 
дам решение двух только что предложенных проблем 82) 83). 
ПРОБЛЕМА 1 
По данному соотношению между флюэнтами определить соотношение между 


флюксиями. 
РЕШЕНИЕ 


Расположи уравнение, которое выражает данное соотношение, по степеням какой- 
либо из входящих в него текущих величин (например 1) и члены его помножь на 


какую-либо арифметическую прогрессию, а затем на —. Это действие произведи 
отдельно для каждой из текущих величин. Затем положи сумму веех этих произведений 
равной вулю, и ты получишь искомое уравнение 34) 8). 
ПРИМЕР |] 
Если соотношение между текущими величинами х и у выражается уравнением. 
23 — ах -- ау — 3 =0, 
то сперва расположи члены по хх, & затем по у и помножь их, как указано ниже. 


— @ахх 
Помножь 423 —ахх--аху— 3 | —3 оду 
= 
. о: . . . 
х х х у У 
Это дает Зал -— Зах -- ах х | — Зуух -- ау х.. 


Сумма произведений есть 

Зах — Зах —- ух — Зууу —- ау — 0, 
и это уравнение показывает, какое соотношение существует между флюксиями хиу. 
Действительно, если взять 2 произвольным образом, то уравнение 23-|- аху-— атх— у =0 
даст у, по определении чего ты получишь 


= :: з/у — ах: Зах — 2ах ау. 
ПРИМЕР П 
Соотношение между величинами х, у и 23% выражается уравнением 
2/3 -- хху — 2су2-- Зуге — 23 =0. 


о ме аа 
Помножь 28 — 262 —23 хх —2еу2 | —#23 -- Зуег — уе | 2 у 
—- 322 —- Зуг2 т 
— 23 
о 
на ^^; 0; — т. 0 32. 22.2. 0 
| у х 2 2 2 


3 . . . 
будешь иметь 4ууух у 2ухх х — 322ё - багу — 2624 Хх 
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Веледетвие этого соотношение между скоростями флюэнт или флюксиями х, у 
и = выражается через 


4, . 
4ууу-- у —- 2ухх — 32ег - буге — Эсуз ==0. 


Так как в этом втором примере имеются три флюэнты 2, у, 2, то, для того» 
чтобы можно было полностью определить соотношение между флюэнтами х, у иг 
и их флюксиями, необходимы еще другие уравнения. Предположим, например, что 


д-у—2==0. Тогда по тому же правилу найдетея другое соотношение между 
флюксиями: 


д у—==0. 


Сопоставь это с предыдущим уравнением и исключи какую-либо из трех вели- 


чин и какую-либо из трех флюксий; тогда получится уравнение, вполне определяющее 
соотношение между остальными. 


Еели в каком-либо предложенном уравнении имеются сложные дроби или ирра- 
циональные величины, то я вместо них пишу какие-нибуль буквы и предполагаю, что 
они выражают текущие величины, и затем действую по вышеуказанному способу. 
Потом я исключаю введенные мною буквы, как ты это сейчас увидишь. 


ПРИМЕР Ш 
Пусть соотношение между величинами х и у будет 
уу— аа—х | ал— хх = 0. 
Вместо У ва— хх я пишу 2 и тем еамым получаю два уравнения: 
уу— аа—===0, 


ат — 44 — 22 =0, 


из которых первое в качестве соотношения между скоростями у и 2 дает по выше- 
изложенному 


другое же в качестве соотношения между скоростями х и 5 дает 


Заатх — А4Ах3х — 922 —=0 
ИЛИ 
аалх — 2238х 


&: 


® 
# 


Теперь исключи 2; тогда 
аатх 2485 


О 


подставляя 2 У аа— хх вместо г, ты получишь в качестве искомого соотношения 
между у их 


— 


- 


2уу — 


29 — 44% — 2771 туз) 


У ва— 2х 
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РИ 
——_ жж 


ПРИМЕР У 
Пусть уравнение 


ру НИ 
фах у ау- д =0 


28 —ауу 


выражает соотношение между г и у, я полагаю 
фз 
а--у 


и получаю три уравнения: 


—=е и ахУ аура 


3 —ауу-е— и ==0, 


аг—— у2 — 03 =0 


Ш 
а24у —- 28 — чи =0. 
В качестве соотношений между скоростями и, 2, У и г первое дает 
Затх — Заууе— и =0, 
второе — 
аг-- у? г/— З6ууу =0, 
-& третье — 
404238 х т ал4у-—- 615% — 2ии =0. 
Значения + и 2, найденные из второго и третьего уравнений, а именно 
Збууу — = 
ау 
дляги 
4алЗук -- ат —- 625. 
24 


для и, я подетавляю в первое уравнение, тогда получится 


Зыууу — 2 __ дав -- дАу 6.455 —6. 
а--у 2 и 


физ 
Далее, вместо = и + поставь их значения - те и дх У ау 2х, и ты получишь 
} 


Зах — Зауу -- 


уравнение 
забууу ру3 4 Лау —- 6536 -—- ахху _ 0 
аа 2ау уу. 2Уаи-- охл 


Зах — ау -- 


которое и выражает соотношение между скоростями иу. 
Я думаю, что отсюда ясно, как следует производить действия и в других слу- 
чаях, например, если в предложенном уравнении содержатся иррациональные знаме- 


натели, кубические корни, корни из корней вроде Им -- У аа— хх или какие-либо. 
иные сложные члены такого же рода. 
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Даже тогда, когда предложенное уравнение содержит величины, которые нельзя 
‘определить или выразить геометрическим путем, каковы, например, криволинейные пло- 
шали или длины кривых, все же можно найти соотношение между их флюксиями, как 
это показывает нижеследующий пример. 


Подготовлениек к ПРИМЕРУ У 


Пусть (фиг. 3, табл. ПТ) В.) есть ордината, восставленная под прямыми углами 
к АВ, и АДН— кривая, природа которой определяется соотношением, которое существует 
между АВ и ВО и выражается некоторым уравнением. Обозначим АВ через х, а 
площадь кривой АБО, отнесенную к единице,—через г. Вовставь перпендикуляр АС, 
равный единице, & через С проведи СЁ, параллельную АВ и пересекающую ВО в Е. 
Теперь представь себе, что обе эти площади АПВ и АСЕВ производятся движением 
прямой ВЕД; тогда очевидно, что их флюкесии (а именно флюксии величин | Жги 
1х или величин 2 и 2) находятся между собой в том же отношении, что и произво- 
дящие прямые ВР и ВЕ. Следовательно, 

2:%:: ВР: ВЕ или 1, 

им поэтому 
2=2\Х ВР. 

Отеюда видно, что 2 может входить в какое-либо уравнение, выражающее соот- 
ношение между х и другой текущей величиной у, и что при этом вее же можно бывает 


®› у ° 89): 
найти соотношение между флюксиями хи у ) 


ПРИМЕР У 
Допустим, например, что уравнение, выражахщее зависимость между х и у, есть 
2е | ахг — у* =0. 


Положим У ах — 2х = ВО; этим определяется кривая, которая, таким образом, 
Фудет окружностью. Уравнение 
гг | ахе — у =0 


ча основании изложенного для соотношения между скоростями х, у и 2 даст 
г 1. але | вах — 4у3у = 0. 


И так как 2—=ххХ ВО или =хУат— хд, то вместо 2 подетавь это значе- 
ние. При этом получится уравнение 


225 + ато Ж У ал — тх -- цех — 443 ==0, 
которое и определяет соотношение между скоростями хиу. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО РЕШЕНИЯ 


Моменты текущих величин (т. е. те неопределенно малые их части, благодаря 
прибавлению которых в неопределенно малые части времени беспрерывно увеличи- 
ваются сами величины) находятся в том же отношении, что и скорости, с которыми 
они текут или возрастают. 


4 Ньютон. 


50 ‚® МЕТОД ФЛЮКСИЙ И БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ 


Поэтому если выразить момент одной из них (например 2) через произведение 
из ее скорости х на неопределенно малую величину (т. е. через 20) °) то моменты 


, 
других и, у, г выразятся через и.о, 70, 20, так как №0, 20, у0 и 20 относятся между 
собой, как и, д, у и =. 

Так как моменты, например хо и у0, суть неопределенно малые приращения, 
на которые возрастают текущие величины х и у в неопределенно малые промежутки. 
времени, то из этого следует, что эти величины х и У по истечении неопределенно 
малого промежутка времени возрастут до 2-20 и у- о. Поэтому уравнение, 
во всякое время равно выражающее соотношение между текущими величинами, будет 
также выражать соотношение между 1-20, у 90, как и между ди у, так что 
вместо хи у в это уравнение можно подетавить 2-|- 20 и у-Р 10. 

Пусть, например, дано уравнение 


23 — отл -- ату — 13 ==0. 


Подставь в него х-- 20 иу-Ё о вместо хи у, ты получишь 


13 —|- Зухто —- Залохо-Р 2808 | 
—алх—Залхо —ахохо | 
--аху -—- 0450 -- ахоуо н =0 

- ахуо 


— 98 — Зуууо — Зууоуо — 9308 | 
Но по предположению 
23 — атх -- аху — 93 =0. 


Поэтому вычеркни эти члены, а остальные раздели на 0. При этом останется 


Зала — Зах -- аул -- аху — Зууу -- Зато — ато —- ахуо — Зуууо-- 4800 — 9300 = 0. 


Но так как мы предположили о бесконечно малой величиной, для того чтобы 
она могла выражать моменты величин, то те члены, которые на нее умножены, можно. 
считать за ничто в сравнении с другими. Поэтому я ими пренебрегаю, и остается 


Зхтх — Залт —- ух -- аху — Зуи = 0, 


как мы и нашли выше, в примере 1. 

Здесь следует заметить, что всегда исчезают как те члены, которые не помно- 
жаютея на о, так и те, которые помножаются на о во второй или в высших степенях. 
Остальные члены после деления на о всегда принимают тот вид, который они должны 
иметь согласно вышеприведенному правилу. Что и требовалось доказать. 

Доказав это, легко вывести и все остальное, что содержится в правиле, а 
именно, что данное уравнение может содержать несколько текущих величин и что 
члены можно умножать не только на показатели степеней текущих величин, Но также 
и на какую-либо другую арифметическую прогрессию, но, впрочем, так, чтобы при 
действии в последней соблюдалаеь та же разность между членами, что и между пока- 
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залелями при отдельных флюэнтах и чтобы прогреесия располагалась по порядку сте- 
пеней каждой флюэнты. По установлении этого становится достаточно ясным то, что, 


было изложено в примерах Ш, [Уи У®. 
ПРОБЛЕМА П 


По данному уравнению, содержащему флюксии, найти соотношение между: 
флюэнтами. 


ЧАСТНОЕ РЕШЕНИЕ 
Так как эта проблема обратна вышеизложенной, то ее можно решать с помощью 
противоположных действий, а именно: Члены, помноженные на х, должны быть раепо- 


уй 
ложены по степеням х и поделены на > ‚ & затем — на показатели их степеней или же 


на какую-либо другую арифметическую прогрессию. После того как эти действия будут 


произведены и для членов, помноженных на и, Й ИЛИ 2, получившуюся при этом сумму 
по отбрасывании лишних членов следует положить равной нулю. 


ПРИМЕР 
Предложено уравнение 


Захар — Зах -- аул — Зууу аху = 0. 


Действие производится следующим образом: 


Дели 327х —2алх | аул Дели — Зууу *-- агу 

на = на #4 
Частное будет 343 —2ахх -- вух Частное будет — 3/3 ж-- аху 
дели его на 3; 2; 1 дели его на 3; 2; 1 
Частное будет 28 —ахх —[-аху Частное будет — у3 ж |- ау 


Поэтому сумма 
23 — ах - аху — уз —= 


выражает искомое соотношение величин 2 и у. 
Здесь следует заметить, что хотя член аху ветречается дважды, я все же не 
выписываю его дважды в сумме 


23 —ахх-—- аду — у =0, 


но один из них отбрасываю как лишний. Таким образом, если какой-либо член встре- 
чается дважды (или еще больше раз в том случае, если он получается от различных 
флюэнт), то в сумме членов его следует выписывать лишь один раз. 

Прочие необходимые замечания я оставляю на долю проницательности самого 
мастера, тем более, что было бы излишним чересчур долго останавливаться на этом 
предмете, так как этим приемом проблема может быть решена не всегда. Я добавляю 


МЕТОД ФЛЮКСИЙ И БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ 


ел 
|) 


только одно замечание, & именно, что, найдя таким методом зависимость между флюэн- 
тами, ты можешь затем согласно проблеме Т вернутьея к предложенному уравнению, 
содержащему флюкеии, и тогда наверное узнаешь, правильно ли произведено действие 
или нет. Так, если в предложенном примере я по найденному уравнению 


23 — ал -- аху — 93 =0 


буду искать согласно первой проблеме соотношение между флюкеиями хиу, то приду 
к предложенному уравнению 
Захх — 2алх -—- аух - аху — Зууу =0, 

откуда следует, что уравнение 

23 — ахх -- аху — у = 
есть как раз то, которое мы желали получить. 

Однако в случае уравнения 
х — ух ау =0 

изложенный метод дал бы 


-- хх — ух-ау=0, 


й это уравнение должно было бы выражать соотношение между хи у. Однако оно 
для этого не годится, так как здесь согласно проблеме Г получается 


хх — ух — пу-- ау ==0, 


9 
а это уравнение отличается от предложенного ®. 


Предпослав все это беглым образом, я приступаю к общему решению. 
ПОДГОТОВЛЕНИЕ Е РЕШЕНИЮ 

Прежде всего следует заметить, что в предложенном уравнении знаки флюксий 
в отдельных членах должны быть одинакового измерения (ибо флюксии суть величины 
иного рода, чем те, для которых они служат флюксиями). Если в каком-либо случае 
дело обстоит иначе, то флюксию какой-либо флюэнты следует принять за единицу и 
помножить на нее низшие члены столько раз, сколько требуется для того, чтобы знаки 
флюксий привелись во всех членах к одинаковому числу измерений. 

Пусть дано, например, уравнение 

х-—-тху — ахх =0. 
Тогда следует принять за единицу флюксию г некоторой третьей текущей величины г и пред. 
ставить себе, что первый член х помножен на нее один раз, а, последний ихх — дважды. 
Это делается для того, чтобы флюксии в них получили измерение второго члена тху, 
как если бы предлагаемое уравнение получалось из 
хе-- ху — аллее =0 
посредством положения г = 1. Точно так же в уравнении 
Ху =у5у 
В ‚9 

единицей, на которую помножаетея член уу, следует считать х °. 
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Уравнения, которые содержат только две флюэнты, имеющие везде одинаковое 
число измерений, всегда можно привести к такому виду, чтобы в одной части находилось 


отношение флюксий (вапример У или > или -® ит к). а в другой — значе- 
х 4 х 


ние этого отношения, выраженное в простых алгебраических членах, как, например, 


9. =2--2%— у. 

НН 
В том случае, когда не может быть применено приведенное выше частное решение, 
уравнения всегда следует представлять в этой форме. 

Поэтому когда в значении этого отношения имеется какой-либо член с составным 
знаменателем или радикалом или когда это отношение представляет собой корень 
неявного` уравнения, то прежде чем приступить к действиям, ты должен совершить 
приведение либо посредством деления, либо с помощью извлечения корня, либо 
с помощью решения неявного уравнения, как мы это объяснили выше. 

Пуеть, например, предложено уравнение 


и) — ху — аа хх — ух ==0. 


Прежде всего приведение его дает 


У = 

д; и— 
ИЛИ 

д а—х 


—— 


у афафу 


При первом предположении я обращаю выражение у у которого знаменатель 
а— 4х 


2 


есть составное выражение 4—2, в бесконечный ряд простых членов: 


У: 2, ау , 299 
в Г ла 8-Е итд 


(приведение это производится делением числителя: у на знаменатель а— т), откуда 


получаю 


у У, ау, 24 
С О и п и т. д., 
д т ( [и (5 т 94 й 


с помощью чего и следует определить соотношение между х и у. 
Таким же образом, если данное уравнение есть 


уу=ау-+ тожа, 
ИЛИ 
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или после дальнейшего преобразования 


1 
у Ты, 
р 2 
то яизвлекаю квадратный корень из членов аа и получаю бесконечный ряд 


> хх — 24 226 — 558 | 14510 и т. д. 


1 
При подетановке его вместо И - -- хх я буду иметь 


= 1-х — 24 -- 246 — 528 -- 14410 ит. д. 


в =. 


ИЛИ 


—=— хх — 258-523 — 14410 ит. д., 


1 1 
смотря по тому, прибавляю ли И- -- хх к -;- или вычитаю из нее. 
Совершенно так же, если предложено уравпение 


уз аххду-- аа ту — 4848 — 90323 =0 
или 


ии ис 


то я определяю корень кубического уравнения, причем получаю, что 


13123 509424 
Ни  ———— ит. Д., 
512 512 92 16 38443 


как мы это уже находили. 


Следует заметить, что я считаю составными только те члены, которые 
являются составными по отношению вк текущим величинам. Те же величины, которые 
являются составными только по отношению к данным величинам, я считаю простыми, 


ибо их можно привести к простым величинам, если положить их равными некоторым 
другим данным величинам. Так, выражения 


ах -- 6х х Вес ра —__^ 
И ЗОО ИО ООО ООО Ь 
| ’а-6’ оз--вх ° ах Нах” У 2-5 


для меня простые, ибо я могу всех их свести к простым величинам. 


1 


ет х с 
Дт, =, ‚ Уех (или е? 1?), 


С е ех елх 


2 | = 


полагая а-- 6 ==е. 
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Далее, чтобы легче было отличать одну из флюэнт от других, можно с доста- 
точным основанием ту из флюксий, которая находится в числителе отношения, назвать 
величиной отнесенной, & ту, которая стоит в знаменателе и с которой сравнивается 
первая, —соотнесенной; и этими же терминами можно соответственно называть и флюэнты. 
Для лучшего понимания дальнейшего можно предетавлять себе, что соотнесенная 
величина есть время или, лучше, какая-либо равномерно текущая величина, с помощью 
которой выражается и измеряется время, а другая, именно отнесенная, величина есть 
пространство, проходимое за это время вещью или точкой, обладающей некоторым ускорен- 
нымили замедленным движением. Сущность проблемы заключается тогда в определении 
пройденного за все время пути, если известна скорость для любого момента времени. 

Уравнения, относящиеся к этой проблеме, можно привести к трем родам. 

В первый входят те уравнения, в которых имеются две флюкеии величин и 
только одна из их флюзэнт. 

Во второй — те, которые содержат обе текущие величины вместе с их флюксиями. 


Наконец, в третий входят те, в которых имеются флюксии больше чем двух 


величин. 


Предпоелав это, я перехожу в решению проблемы в указанных трех случаях. 


РЕШЕНИЕ ПЕРВОГО СЛУЧАЯ 


Прими единственную имеющуюся в уравнении флюэнту за соотнесенную вели- 
чину и, преобразовав уравнение в соответствии с этим допущением (т. е. уетано- 
вив отношение флюксии второй величины к флюксии первой и значение этого 
отношения, выраженное через простые члены), помножь значение отношения флюкеий 
на соотнесенную величину. Затем раздели каждый член этого выражения на показа- 
тель степени, в которую возведена в нем соотнесенная величина; то, что ты таким 
образом получишь, и будет равно другой текущей величине. 

Так, если предложено уравнение 


уу =ху-- тххх, 
то я предполагаю, что х есть соотнесенная величина. Совершив преобразование урав- 
нения соответственно принятому ‘предположению, я получаю 


9—1 дд 1-06 И Т. д. 
х 


Лалее, я умножаю значение -У на 2, причем получаю 


х 
28 — 26-257 ит. д. 
Деля каждый из этих членов на показатель его степени, я получаю 


1 1 2 
Рф 2--— жит. Д. 


и эту величину полагаю = у. Этим уравнением определитея соотношение между 1х 
и у, которое и требовалось найти. 
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Равным образом, пусть дано уравнение 


хх 13123 
У =а—-— 
Хх 4 64а 512 аа 

Здесь в качестве уравнения, определяющего соотношение между х и у, ТЕ 


получишь 


ит. д 


хх 253 1314 


У 4% — 5 19эа | 5048ва 1" Х 


Таким же образом уравнение 


1 3 
у 1 1 р 2 
—. — р -- г -- и 
д НЯ Я; па 
дает 
1 3 5 
1 1 — 2 2 
= — =— Зах? ——д-— <? 
у 2х -- ур — 3 т 5 
В самом деле, при умножении значения -У нах получается 
х 
1 1 5 
ная 2 — а 2 
ИЛИ | 


1 3 5 
дд фи -ш?; 
но разделении этих членов на показатели степеней выводится как раз выше най- 
денное значение у. 
Совершенно так же из уравнения 


х 9$6е 3 
Е -- НУ бу у 
у Ум 


я вывожу, что 
_466е_ у. _ 
я — У Та + —- 3 8 


., НЯ 
Действительно, значение —-, умноженное на 9, дает 


266с 33 т 
Уз ТУчьГИ — ву 


ИЛИ 
1 


26а у 


& 


3 —_—__ 3 
3 |1) С: 2 о 
-- ат Ь у У ох у 
Значение х получается отсюда путем деления на показалели степени каждого члена. 


5 
23 


° 2 
Аналогичным образом У — 23 дает у = 
8 


и Ги) ет __ Забх 3 
о а 19 У. 


ох [ 
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у @ [) а 
Однако уравнение —- = — дает у=—, ибо если — умножить на 2х, то 
у у 0 у 


получается а, и если а разделить на, показатель степени х, & именно 0, то полу- 


а 
чится 5; эта бесконечная величина и должна быть значением у. 


Вследствие этого, если в значении для у встречается член, подобный только 
у 


что указанному, т. е. дробь, знаменатель которой содержит воотнесенную величину 
в первой степени, то ты вместо этой соотнесенной величины подетавь сумму или 
разность из нее и какой-либо данной величины, которую можно взять произвольно. 
При этом в полученном уравнении сохранится то же отношение течения флюэнт, 
которое имелось и в первоначально предложенном уравнении, а отнесенная бес- 
конечная величина уменьшится на свою бесконечную часть и станет конечной, хотя 
и будет выражаться через бесконечное число членов. 
На этом основании, если в.уравнении 


вместо х написать 6-2, где 6 взята произвольно, то ты получишь 


(9 


1-х 


# 
НЯ 


и посредством деления найдешь 


А теперь вышеприведенное правило в качестве соотношения между д и у дает 


ах атх ах3 024 


У — 25 ТЗ — ам ЕТХ 


Таким же образом, если бы ты имел уравнение 


а 
х х 


2 
и положил бы (ввиду наличия члена -— 1--х вмеето х, то получилось бы 


у 2 


2—2 — ах. 


д 1х 


2 .. 
Разлагая затем т в бесконечный ряд 


2—2 --- 2х —243-- 24“ ит. д., 

ты получишь, что , 
у 

х 


—=4—47--лх — 223-- 244 ит. д., 
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и в качестве соотношения между х и у согласно правилу найдень 


2 
уе Эа. я—— я ит. д. 


Точно так же, заметив в уравнении 


1 


1 — 
— 72 


° 1 
У =. ах 
х 


—_ 1 
член х " (пои —-|› я заменяю 2 на 1—х и отсюда получаю 


Далее, член дает 


1—*х 
1-14-43 ит. д., 


а член У1—х равен 


1 1 
1—2 , 
5 2 5 27 23 ит. д 
и поэтому Е ИЛИ 
У1—х 
1 
1 1 | 
1-м — — —- 2 . Д. 
5 * 3 27 16 ® ит. д 
есть ‘ 


1 3 5 
1-5 = лт---5- 23° ит. д. 


Подетавляя эти выражения, ты получишь 


9 3 27 
—= =1-- 24 — 22-—-— 43 ит. д. 
у 2 16 

и согласно правилу 


уе иж -|--5- 2-5 2 ит. д. 


Подобным же образом обетоит дело и в других случаях. 
Также и в других случаях подобная замена текущей величины иногда приводит 
к уравнениям более удобного вида. Так, если дано уравнение 


у ‚ сх 


——ыы = 
от 


. тИиИиИымммммм—мм———мМм—м—юДМ_—м————рыЫъо0ъ, 
х 63 — Зее Зсхх — 3 


то я вместо х пишу с—х и получаю 


у. 63 — ссх 63 с 


= или м 


ин 23 23 хх 
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откуда согласно правилу получаю 


у — — 


Впрочем, употребление подобных замен лучше выяснится из последующего. 


РЕШЕНИЕ ВТОРОГО СЛУЧАЯ 
ПОДГОТОВЛЕНИЕ 


До сих пор речь шла 06 уравнениях, которые заключают одну флюэнту. 
Когда же в уравнении появляются обе, то уравнение прежде всего следует привести 
к уже указанному виду, полагая с одной стороны отношение флюксий, & с другой — 
равную ему сумму простых членов. 

Кроме того, если какой-либо член преобразованного таким образом уравнения 
представляет дробь с флюэнтой в знаменателе, то он должен быть освобожден от 
подобного знаменателя при помощи вышеприведенной замены текущей величины. 

Таким образом, если дано уравнение 


аху—- тух — вах =0 
или 


( 
то в силу наличия члена —— я беру произвольное 6 и вместо х пишу 6-х или 


9 
$—х или х—6%. Если написаль 6-х, то получается 


УЦ 
7х а т 1-х 
Обращая затем при помощи деления член р т СВ бесконечный ряд, я вывел бы, 
что й 
9 у а 4х ах 4х 
= т —— — и Т. Д. 
х а т Ь 66 т [1 р 


Совершенно так же, если дано уравнение 


9 — зу 9 
х у 


хх 
. у, 2 
и если я в силу присутетвия членов я И _„  Нащишу 1—9 вместо уи 1-х 
вместо х, то получится 
1— 2у — 
У ти 2 
х 1—у 1—2 4х 


1—х 
Но член т я при помощи бесконечного деления дает 


1—#-- у— ху-- уу — хуу- уз — 3 и т. д., 
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2—2 
1—25--хх 
29 —2--4ху— 4х - бхху — 6х - 853у — 8х3 1054у — 104“ ит. д., 


следовательно, 


э член при помощи подобного же деления дает 


9 = — 32 Зау-Р уу — зуу-- у — 2 ит. д. 
и, 
—|-- 6554 — 6лх -Р 823 — 823 -|-- 1044у — 105“ ит. д. 
ПРАВИЛО 


Подготовив таким образом (если это нужно) уравнение, расположи члены по 
степеням флюэнт, сперва ставя те, которые не содержат отнесенной величины, 
затем те, которые содержат ее в наименьшей степени, и т. д. Таким же образом 
раепредели по отдельным родам члены согласно степеням соотнесенной величины и 
члены, которые образуют первый род (именно, которые не содержат отнесенной вели- 
чины), запиши в виде горизонтального ряда слева направо, & остальные выпиши 
в левом столбце так, чтобы они образовали нисходящий ряд, как это показано. 
в нижеприведенной таблице. 

Приготовив таким образом ряды, помножь первый или низший член первого 
рода на соотнесенную величину и раздели произведение на показатель его степени и то, 
что при этом получится, введи в результат. Это будет первый член значения‘ отне- 
сенной величины. Затем подетавь это значение вместо отнесенной величины в те 
члены уравнения, которые расположены в левом столбце; второй член результата ты 
получишь из следующего низшего члена по тому же способу, каким добыт первый 
член результата. Повторяя эти действия, ты можешь продолжить результат сколь. 
угодно. Это станет еще ясней из расемотрения нескольких примеров. 


ПРИМЕР [ 
Пуеть дано уравнение 


У —=1-— зи се Ржу. 

и 
Члены его 1—35-- хх, не содержащие отнесенной величины у, расположены, как 
видишь, в первой строке, а остальные члены у иху — в левом столбце. 


1—3; -- хх | 
у х т аа аа ав и т. Д. 
3 6 30 | 
1 | 1 
-- ху ж х д — 23 РА ит. д. 
Сумма 2-е 2 и т. д. 


] 1 1 1 
И ув ит. д 
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Прежде всего я помножаю первый член 1 на соотнесенную величину хи полу- 
ченный при этом х, поделенный на показатель степени 1, я помещаю в выпиесанном 
ниже результате. Затем, подставляя этот член вместо у в находящиеся с края члены 
уни 29, я нахожу - хи -- 2х, которые записываю против -уи -|-2у направо. 
Затем из оставшихся членов я выбираю низшие, — 3х и 1х, сумма которых — 2х, 
умноженная нах, обращается в — хх, а это по делении на показатель степени 2 дает 
— хх, что и следует вписать в выражение для у в качестве второго члена. Далее, 
я точно так же применяю этот член для подетановки в значения находящихся с края 
членов -уи -|— 29, причем получаю члены —ххи — 23, которые следует присоединить 
к уже вписанным хи - 2х. 

Затем я вновь выделяю оказывающиеея низшими члены -- 15, —хх и -- 2х, 


® 1 ® 

собираю их в один хх и отеюда (дейетвуя, как раньше) нахожу -= 23 — третий 
1 

член выражения для у. Подетавляя опять этот член 32° в значения находящихся 


1 
с края членов, я, сложив очередные низшие члены 72 и — 23, в качестве четвер- 


1 9 
того члена выражения для у получаю —-- 2“. И так далее до бесконечноети 97) 98) . 
ПРИМЕР П 
Точно так же, если требуется определить соотношение между х и у из уравнения 
я; рН 223. 
а У 2 | РУ ед, 
т а аа аз а4 


в котором ряд предполагается продолжающимея до бесконечности, то наверху я 
пишу 1, остальные члевы выписываю в левом отолбце и затем произвожу действие 
так, как это видно из представленной таблицы. 


о! 
у х хх 23 24 25 
Та | а На Рая м Рав ИХ 
2 2х 23 21 22 
Га | * Ра Рэм Ком Рав ПХ 


3 
+ 23у „ 24 25 


тт 
2аа 


д 2.53 524 325 
Сумма 1 = Рон и т. д. 


ту 23 2 25 
-- рт. Ж Ж Ж Р-н и Т. Д. 


2х 23 24 26 28 
У 5 Г Зав Г аз Г Эа Гб ВТ. № 


62 МЕТОД ФЛЮКСИЙ И БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ 


Предполагая, что мне предложено было найти выражение для у лишь до 
шестой степени х, я в силу этого опускаю при действии все члены, которые, как я 
предвижу, не будут использованы; это отмечается знаком „и т. д.“, который я ставлю 
вместо отсеченных частей рядов. 


ПРИМЕР Ш 


Совершенно так же, если предложено уравнение 


== —32-- Зжу уу уу — 2—2 ит д. 
--- 65ху — 6хх -- 823у — 823 -- 1054; —102% ит. д. 


и если определение значения у следует довести до седьмой степени х, то я раепо- 
лагаю члены в порядке, указанном в прилагаемой таблице. Далее я произвожу дей- 
ствие по обычному способу, с тем лишь отличием, что, так как в левом столбце 
находится у не только в первой, но и во второй и в третьей степенях (или еще выше, 
чем в третьей, если кому-либо будет желательно продолжить выражение у за седьмую 
степень 2), то я заменяю и вторую и третью степени у и так продолжаю до тех 
пор, пока при подетавлении их значений в столбец справа не получатся члены таких 
степеней, какие, как я предвижу, потребуются для следующей операции. 


| — 31 — бхх— 343 — 1044—1946 — 1428 ит. д. 
9 7 
-- Зжу * * 5” бя ах 26 ит. Д. 
-- 6559 ж ж * — 95% — 1955 — р 6 ит. д. 
-- 829 * * Ж & — 1246 — 1646 и Т. Д. 
-- 10299 ж жж х ж — 1528 итд 
и т. д. 
9 
-- уу х Хх хх ее - 28 ит. д. 
9 

— жуу * х * х — 1 — 628 и т. д. 
и Т. Д. 


91 5 И 
20 16 35 


5 


уу == а-я -" 26 ИТ. Д. 


ие ав и Т. Д. 
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При помощи этого метода я нахожу, наконец, что 
3 95 
== ——- 2х — 647 — аи ит. д., 


что и представляет собой искомое уравнение. Так как это значение отрицательное, 
то отсюда можно заключить, что когда одна из величин х и у убывает, другая воз- 
растает. То же можно сказать, когда одна из флюксий положительна, а другая 
отрицательна. 


ПРИМЕР У 


Уравнение можно решать по этому способу и тогда, когда отнесенная величина 
входит в дробных степенях, например, если требуется отыскать значение х из. 
уравнения 

. 1 1 4 5 
у 2 5. 
= ууу" — — за -Р7у* + 9, 
/ 2 5 
1 
з — . 1 
в котором имеется член 2ух’ (или 2у Ух) с дробной степенью —. 


2 
в {+5 х — Чу туз ‚|293 
2. 
На" хо х хх — 944—944 итд 
— ия х хх Хх х х — 55 и т. д. 
5 2 41 
Сумма Бух — Зи Ту" х -- 49° —507 и т. д. 


7 9 
1 5 в = 41 
= бух 5 у -- 00° и т д. 
5 


д” = + 5у —ии--2у" — 3 итд. 


тд = + и и т. д. 


1 
Из значения т я постепенно нахожу значение х” (путем извлечения квадрат- 
ного корня), как ты можешь видеть в нижней части таблицы, и это значение посте- 
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1 


— 


пенно переносится и вносится в стоящее с края выражение члена 2ух”. Таким об- 
разом я в конце концов получу уравнение 


2] «> 


7 
1 -5 е 4] 
— —— —— 4/3 — — 5 
у ТУ 100 ° Е д» 


которое дает в бесконечной форме выражение х через у. Так же можно поступать 
и во всех прочих случаях. 

Я выше сказал, что эти решения можно получать бесконечным множеством 
способов. Это можно сделать, беря произвольным образом не только начальную ве- 
личину первого ряда, но принимая еще за первый член результата какую-либо 
данную величину, а далее поступая, как раньше. Так, если в первом из приведенных 
примеров принять за первый член значения чу единицу, подставить единицу вместо 
) в находящиеся с края члены Гу и ху и провеетм затем действия, 
как раньше (образец этого я здесь привожу), то ты получишь другое 


1 — 35-25 
у 1-2 х а-я и т. д. 
—- ху хх 2х х 9 итд 
Сумма | 2 х Зах = ит. д. 


у=1-- 22 жж -- д ит. д. 


выражение для 9, а именно 
те д ит. д. 


При допущении, что первый член результата есть 2 или 3 или какое-либо 
другое число, опять-таки получаются другие результаты. Если для выражения пер- 
вого члена в неопределенном виде взять какой-нибудь знак, например а, то в помощью 
того же способа (который я здесь привожу) ты найдешь, что 


у=а-а-- аз — из але 5-23-50 и Т. Д. 
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Заменяя здесь & через 1, 2, 0, или любое другое число, ты сможешь получить 


1 
2 
бесконечное число различных соотношений между хи у. 


-1— 3-Е хх 
| 


1 
—а-- #— хх -- 23 ит. д. 


ж ох ах — 27 ит. д. 


2 
—- а2 -- аях + а23 и т. д. 
-- ахх —- 03 и т. д. 
| 


--1—2х -- Е и Т. д. 


а 202 -{- Зав ах и т. д. 


Следует отметить, что когда определяемая величина находится в дробной 
степени (как в четвертом из вышеприведенных примеров), то в качестве первого 
члена хорошо брать единицу или какое-нибудь другое удобное для оперирования 
число. И это даже бывает необходимо, когда для получения значения этой дробной 
тепеви нельзя иначе извлечь корень вследствие наличия отрицательного знака, & также 
когда нет таких членов, которые можно поместить в первом или верхнем ряду, из 
которого находится этот первый член. 

Теперь я довел до конца эту весьма сложную и сравнительно со вееми дру- 
тими самую трудную задачу, когда в уравнении имеются только две флюэнты вместе 
< их флюксиями. Однако, кроме этого общего метода, который охватывает все за- 
труднения, существуют другие, которые вообще короче и е ‘помощью которых действие 
нередко производится легче. Для читателя будет небезынтересно, если я приведу 
несколько образцов этих многочисленных приемов. 


| 


Когда подлежащая нахождению величина содержит где-либо отрицательные 
степени, то вовсе не обязательно придать сперва уравнению другую форму. 


5 Зак 3996 — Ньютон 
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Пусть, например, дано уравнение 
1 — — — 9х 


в котором у находится в отрицательной степени. Ему, конечно, можно придать хру- 
гой вид, написав, например, 1--у вместо у, но решение выполняется скорее при 
помощи метода, который приведен на прилагаемой таблице. 


ж Жж— 4х 
1 3 
9. 1 я 2 ит. Д. 
1 
Сумма 1—7. 22 ит. д. 


1 
у 2— аа 3 И Т. Д. 


1 


- =1—2-- 5-22 И Т. д. 


В качестве первого члена выражения для у я взял единицу, другие члены 
я нашел, как и раньше; попутно я постепенно выводил (посредством деления) выраже- 


1 100 
ние Я которое подставлял в значение члена, стоящего с края ). 


П 


Раввым образом, нет необходимости в том, чтобы были веегда положительны, 
степени другой текущей величины. Действительно, из уравнения 


и=з-2и—° 


11 
и без предписанного приведения члена и можно получить, что 


уе — аа и т. д. 


А из уравнения 
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если провести действие по прилагаемому образцу. 


1 1 
— жтТе 
1 * 1 
у Чй 
1 
Сумма — — 0 
хх 
я — 1 
аи" 


Мимоходом следует отметить, что среди бесконечного числа возможных решений 
уравнения чаще всего существует такое, которое определяет искомое значение в конеч- 
ном виде, как в приведенном выше примере. Такие решения нетрудно получить, если 
обозначить первый член каким-либо символом и, получив решение, придать этому 
символу какое-либо значение, которое делает весь ряд конечным. 


Ш 
Из уравнения 


1/ 1 . 
—— {1— 25-2 — 7х = 
2х 7 о 77 у 


. 1 
можно также довольно просто найти значение 7) без приведения члена ——. 


Для этого следует предположить, что то, что ищется, дано (как поступают 
аналитики). Так, в качестве первого члена выражения для у я принимаю 2ел, пред- 
полагая 2е неизвестным пока числовым коэфициентом. Написав 2ех вместо 
; в члене, стоящем с края, я получаю е, и эту величину помещаю направо; 
при этом для того самого первого члена, который раньше я обозначал сим- 
волом ет, сумма 1-е даст х-Рех. Веледетвие этого я полагаю 2ех =х-ех и 
отсюда вывожу, что е==1. Таким образом 2ех, первый член выражения у, есть 2х. 
Для представления второго члена выражения у я точно так же употребляю гипоте- 


тически принятый член 2/лх, откуда для значения [ получается — 5, так что 


& 4 ®> 
второй член есть —-_ 4%. Совершенно так же гипотетически принятый коэфициент 9 


> 


1 
третьего члена дает т;, а й, коэфициент четвертого члена, будет 0. 


Так как других членов уже более не остается, то я заключаю, что действие 


4 1 
закончено и что значение у в точности равно 2—5 хх”. 


5* 
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Вез эти действия изображены перед тобой в таблице: 


1—2х ия 


> е-|- х-Гохх-- 
1 
1—2 +5 2% 
Сумма - 


-е-- }х -- хх р 


По предположению 
у = 2ех --- 2[хх-- 2953 - 21“. 
Следовательно, 


у == ео 
1 1 
5 е#-- 5 [12 -- — 925. 


Истинное значение 


4 1 
=— — — 1 — 423. 
1] = 25 В ла Г 2 


Аналогично, если 
= ——, 
47 
то положи у==елт’, где е означает неизвестный коэфициент, а $— показа- 
тель степени, тоже неизвестный. При подстановке ед’ вместо у получается, 


. 3648 Зет ., 

что у=——_—_, & отсюда у = Сравнивая эти два выражения для у, ты най- 
Зе 3 

дешь, что в =% вследствие чего 5=--, & © остается неопределенным. Таким 


образом, выбирая е по произволу, ты будешь иметь, что 


3101) 


4 
1} = ех 


ТУ 


Иногда можно начинать действия с высшей степени равномерной величины 
и постепенно спускаться к низшим степеням. Так, если бы было дано уравнение 


У о5— 
Уд Ти В 2 — 


и ты пожелал бы начать с высшего члена 2х, то следовало бы расположить верхний 
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ряд в порядке, обратном тому, который мы употребляли до вих пор. Тогда в конце 
концов ты по представленному здесь способу получишь, что 


| 1 
уёах 4х — — ит. д. 


4 | 


1} 4 1 1 

9 1 — И ОН ‚ д. 

-Р а РУ * 9 Г я итд 

(9. 2-4 ЖЕ ит 

хумма 2х -- = 3 рум . Д. 
—=п7--4Ах ж Е Е ит 

У— х хх 623 57 


Заметь попутно, что в ходе действия я мог бы вставить вместо промежуточ- 


1 
ного члева, отсутствующего здесь между членами 4х и — - ‚ любую данную ве- 


> 102 
личину; при этом можно было бы получить бесконечное число значений у ). 


у 


Если отнесенная величина имеет какую-либо степень с дробным показателем, 
то его можно привести к целому, полагая, что величина с дробным показателем равна 
некоторой третьей флюэнте, и подставляя вместо отнесенной величины и ее флюксии 
выражения ее и ее флюксии, выведенные из принятого уравнения. 

Пусть, например, предложено уравнение 


о 


= 


— 


° 3 
у= 8жу` у, 
в котором при отнесенной величине имеется дробный показатель. Взяв любую 
1 
флюэнту 2, положи у —2 или у==2°; зависимость между флюксиями соглаено про- 


блеме [ будет у== 3222г. Поэтому подетавь 3222 вмеето у, 23 — вместо у и гг — вместо 
2 


— 


у?; ты получишь тогда, что 


ИЛИ 


где 2 играет роль отнесенной величины. 
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Найдя затем значение 2, а именно: 


1 23 д 76 
5 з Р5т6 Г 3940 #" Х, 


|9 


поставь вместо 2 опять /°, и ты получишь искомую зависимость между д и у, ко- 
торая, очевидно, будет 


1 
з3_1 Та | 
РР? ит. д. 


или, по возвышении всего в третью степень, 


| | 1 
— -—— 26 — а 8 . . 
У Товз 7 ЕТ 


Аналогичным образом, если дано уравнение 


у=У4у-- Узи 


1 


ИЛИ 


1 1 
5 = 


уу 2° у", 


, 
то я полагаю 2==9У‘’ Или 22 = и отсюда согласно проблеме 1 вывожу, что Згг =у 


1 1 
. — . 1 5. 
вследствие чего 22г==22--2%” или г==1-- 5 т”. 


Следовательно, соглаено первому случаю этой проблемы, 


2 | > 


| 
—=ь ы М 
2 =-- Е 
ИЛИ 


1 
у’ = - 8? 
и, возводя в квадрат, 


5 
5 1 
уе зай а. 


Если же ты желаешь получить для у бесконечное число значений, то положи 


3 
1 5 
еее’, 


где с — первый член — взят произвольным образом; ты получишь тогда, что 


5 
2 | 1 ' 


$ 
2г (т. е. уе -|- де -- 3 са а-я 5 2. 


Однако может показаться, что я, исследуя случаи, редко встречающиеся на 
практике, занимаюсь чрезмерными мелочами. 
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РЕШЕНИЕ ТРЕТЬЕГО СЛУЧАЯ 


Теперь мы решим проблему для того случая, когда уравнение содержит три 
или более флюкеии величин. 

Действительно, если в постановке задачи не определена зависимость между 
какими-либо двумя из этих величин, то для решения достаточно допустить наличие 
между ними какой-либо зависимости, благодаря чему можно будет вывести зависи- 
мость между их флюксиями и станет возможным исключить одну из этих величин, 
& также ее флюксию. Поэтому когда имеются флюксии трех величин, то следует ввести 
лишь одно уравнение; если флюкеий четыре, то уравнений следует ввести два, и 
так далее, так что в конце концов предложенное уравнение преобразуется в другое, 
в котором имеются только две флюксии. Решив это уравнение, как выше, можно 
‘будет найти зависимости между другими величинами. 

Пусть предложено уравнение 


25—г + ху=о. 


Чтобы получить воотношение между величинами х, у, г, флюкеии которых 
д, у и2 входят в это уравнение, я устанавливаю какую-либо зависимость, скажем, 
между хи 9, полагая, например, что х=у или что 2у=а--х или же что х==уу 
ит. д Допустим, что х==уу и, следовательно, == 2уу. 
Если положить и вместо х и уу вместо х, то предложенное уравнение пре- 
вращается в следующее: 
4уу —2-- ууу =0, 


‘откуда выводится завиеимость между у из, именно: 


1 
2уует у =0. 
3 
Поставив здесь обратно х вместо уу и 1° вместо у3, ты найдешь, что 
3 
1 — 
2% -- Е д° ==. 


Из бесконечного числа способов, которыми можно устанавливать попарные 
зависимости между х, уи 2, найден, таким образом, один, который выражается 
следующими уравнениями: 

3 
р 


1 
1=—уу, Зуи у = и 2-х =? 


103) 


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 


Таким образом проблема решена, но доказательство еще отсутетвует. Однако 
проблема эта по своему содержанию столь сложна и разнообразна, что ясное и про- 
‘стое синтетическое доказательство ее, исходящее из естественных оснований, мы 
дать не могли бы, и поэтому будет достаточно вкратце указать аналитическое 
‚доказательство. 
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Если дается какое-либо уравнение, то можно, завершив действия, попытаться, 
исходя из найденного уравнения, вернуться к данному согласно проблеме Г. При этом 
из найденного уравнения между величинами получится соотношение, существующее 
между флюксиями в’данном уравнении, и обратно. Что и требовалось локазатъ. 


. 1 
Так, из заданного уравнения 1 = выводится, что у == > 72, & отсюда согласно 


проблеме | получится вновь, что у==лх или же у=х, так как х принимается за; 
единицу. Таким же образом из 


у=1— З2-Ру--ае-- у 
получается 


1 1 1 1 
1 = -— дх-Р-—49-—24— —46—- 248 ит т. 
у т = в 2“ зб | д., 
а отсюда согласно проблеме 1 вновь находится, что 


— 3 4 5 
у=1— 2ж--ах а 12 ИТД. 


Это значение у совпадает с предыдущим, что легко видеть, подставив в первое 


значение вместо у величину рав И Т. Д. 

Однако при приведении уравнений я применяю действие, которое считаю необ- 
ходимым обосновать. Оно состоит в изменении флюэнты путем присоединения к ней 
данной величины. 

Пусть А.Е (фиг. 4 ‚табл. П]) и ае суть бесконечно продолженные в обе стороны пря- 
мые, по которым перемещаются два движущихся издалека предмета или две точки, кото- 
рые, как мы себе представляем, приходят в места 4 иа,Виф, Сис) иаит. д. 
одновременно. Допустим, что расстояние от точки В служит мерой движения точки, дви- 
жущейся по АЕ так, что —ВА, |-ВС, |- БО, -- ВЕ будут последовательно предета- 
влять 60бой текущие величины, когда движущаяся точка будет находиться в ме- 
сетах А,С,О,Е. 

Допустим также, что 6 представляет собой подобную же точку на другой линии. 
Тогда —ВА и —Фа будут двумя одновременными флюэнтами, так же как | ВС и 
1-5, + ВО и-- ба, -|- ВЕ и-- $е ит. д. Если затем вместо точек В и 6 принять. 
за неподвижные точки Амс и отнести движение к ним, то одновременными флюэнтами 
окажутся Ои —са, -АБи —66, -АСи0о, - АДи | са, ТАЕИи ее. 

Отеюда видно, что хотя при вычитании из флюэнт и прибавлении к ним данных 
величин АВ и ас они изменяются, но как скорости их движения, так и взаимное 
отношение между флюксиями сохраняются прежними. Действительно, порождаемые одно- 
временно части АВ и 46, ВС и 66, СР иса, БЕ и 4е при обоих предположениях 


имеют одну и ту же длину“. 

Таким образом в уравнениях, содержащих эти величины, их абсолютные вели- 
чины можно увеличивать или уменьшаль на данную величину, не изменяя их одно- 
временно порождаемых частей. Отеюда становится ясным выётавленное утверждение, 
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ибо цель задачи состоит лишь в определении описываемых одновременно согласно- 
данному закону течения частей или разностей абсолютных величин и, д, цу, 2. 
Ваковы абсолютные значения этих величин — не важно, лишь бы их одновре- 
менные или соответетвенные разности соответствовали заданной зависимости между 
флюксиями. 
Сказанное можно изложить также в алгебраической форме. Пусть предложено- 
уравнение 


у = ух . 
Положи у =1--2. Согласно проблеме 1 
ша. 
Вследетвие этого вместо 
у —= ух 
можно написать 
у= ух -| у2х. 


Далее, так как х==2, то ясно, что хотя величины х и 2 и неодинаковой 
длины, но по отношению к у. протекают одинаковым образом, и что одновременно 
порождаемые их части равны. 

Почему бы я не мог, таким образом, обозначать одним символом величины, для 
которых закон течения одинаков, и для определения одновременных их разностей вместо, 
у = у2а 

писать 
у= уз - уг? 


Наконец, ясно, жак можно определить одновременные части из уравнения 
содержащего флюэнты. 
Пусть дано, например, уравнение 
1 
=> 2; 
1 1 
когда 2=2, у=25, а когда х=3, у=33. Поэтому, когда х протекает от 2. 
1 1 
до 3, у протекает от 2 До 3. Следовательно, одновременно описанные части будут 
1 1 о 
Присоединив это к основам того, что излагается далее, я перехожу к более 
частным проблемам. 
ПРОБЛЕМА Ш 


Определить наибольшие и наименьшие значения величин. 


Когда величина есть возможно наибольшая или возможно наименьшая, то в этот 


момент времени она не течет ни вперед, ни назад '”. Действительно, если бы она 


могла еще течь вперед, т. е. возрастать, то это значит, что до того она наверное была 
меньше, чем стала, а после того станет больше, чем она есть. Лело обстояло бы. 
обратным образом, еели бы она текла назад или убывала. Поэтому найди ее флюкеию 
согласно проблеме [ и положи ее равной нулю. 
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ПрРимЕР |[ 
Требуетея найти наибольшее значение х из уравнения 
23 — алх-аху — 3 =0. 
Определяя зависимость между флюксиями х и1/, ты найдень 
Захл — Зах -- сиух -- ау — Зучу — 0. 
Положи х==0. Тогда останется 


агу —Зууу =0 
ИЛИ 


С помощью этого уравнения ты исключишь одну из двух флюэнт хи у из 
начального уравнения; другую ты определишь из получившегося при этом уравнения, 
а затем найдешь и обе с помощью` уравнения 


— Зуу-- ах =0. 
Этот прием не отличается по существу от умножения членов предложенного 
уравнения на показатели степеней другой флюэнты у. Отеюда можно вывести 


хорошо известное правило Гудде "”), соглаено которому для определения наибольшего 
или наименыпего значения отнесенной величивы следует расположить уравнение по 
степеням соотнесенной величины и умножить члены его на какую-нибудь арифмети- 
ческую прогрессию. Но ввиду того, что ни это, насколько мне известно, ни какое- 
либо другое доныне обнародованное правило не распространяется на ‚уравнения, 
содержащие иррациональности, без предварительного их приведения, то я укажу 
пример, относящийся к этому случаю. 


ПрРимЕР П 


Требуется определить наибольшую величину у из уравневия 


63 ——__ 
ауру а У ву хх = 0. 


7 
Определи флюксии хиу"”; это даст уравнение 


Зафуцу 25/39 — 4аухх- ба3л аж — 0 
аа -- Зау -- уу 2Увиу- хх 

Так как по предположению у==0, то отбрось все члены с множителем у (кото- 
‚рые для сокращения труда ты мог бы опускать в самом ходе действий), а остальные 


Зах — Зауу-- 


раздели на хх; окончательно ты получишь 
201 Зтх 
8х — ау Г За —0. 
Уву-- 22 
После приведения ты найдешь отсюда, что 
.4ау-- Злх = 0, 


с помощью чего сможешь исключить одну из двух величин хи у из данного урав- 
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нения. Из получающегоея при этом уравнения (которое будет кубическим) ты смо- 
жешь найти значение другой величины. 
С помощью метода решения этой проблемы можно получить решение следую- 
щих проблем "8: 
| 


В данный треугольник или сегмент данной кривой вписать наибольший 
прямоугольник. 
у 
Провести наибольшую или нацменьшую из прямых, которые можно провести 
между данной точкой и заданной по положению кривой. Или из данной точки 
провести прямую, встречающую кривую под прямыми углами. 


Ш 


Провестиь наибольшую или наименьшую из прямых, которые проходят через 
данную точку и лежат между двумя другими прямыми или кривыми линиями. 


ТУ 
Из данной на пафадоле точки пфовести прямую, пересекающую параболу под 
начболее наклонным к ней углом. Сделать то же для других кривых. 


у 
Определить вершины кривых, их наибольшую и наименьшую ширину, точки, 
в хоторых пересекают друг друга заворачивающиеся части кривой и т. д. 
УГ 
Найти точки кривых, в которых они наиболее или наименее искривлены. 


УП 


В данном эллитве найти памменьшиий из услов, под которыми ординаты, 
пересекают соответствующие им диаметры. 


УШ 


Из всех эллитсов, которые мозут проходить через данные четыре точки, 
‘определить наибольший или же тот, который наиболее близко подходит к кругу. 


Х 
Определить ту часть шаровой поверхности на более отдаленном полушарим, 
которую может осветить луч, идущий из дальнего расстояния и преломленный 
более близким полушарием. 
Многие другие подобные задачи бывает легче предложить, чем решить, в силу 
трудностей, встречающихся при вычислениях. | 


ПРОБЛЕМА ПУ 
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Провести касательные к кривым . 


ПЕРВЫЙ СПОСОБ 
Проводить касательные можно, пользуясь различными способами в зависимости 
от различных соотношений, которые существуют между прямыми и кривыми линиями 
(фиг. 5, табл. ПЛ). 
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Допустим сперва, что ВО есть прямая или ордината, образующая какой-нибудь. 
данный угол с другой прямой АБ (которая является основанием или абециссой) и 
закванчивающаяся на кривой ЕР. Пусть ордината переместится на бесконечно малое 
пространство до места 54, причем она возрастет на момент с4, когда АВ возраетет 
на момент ВФ, которому равно и параллельно Г. 

Продолжим Ра до встречи с АВ в Т; прямая эта будет касаться кривой в / 
или 4 и треугольники 4), ОВТ будут подобны, вследствие чего 


ТВ: ВО: : 0 (или Вб): с4. 


Так как зависимость между ВД и АВ выражается уравнением, определяющим 
природу кривой, то из него согласно проблеме [| можно найти зависимость между 
флюкенями. 

После того следует взять ГВ в том же отношении к ВД, в каком флюксия АБ’ 
находится к флюксии ВО, и проведенная таким образом прямая ГР коснется кривой 
в точке ДИНУ. 


ПРИМЕР |[ 


Если обозначить АВ =х и ВО)=у и если зависимость между ними выра- 

жается уравнением 
13 — алх - аху — 3 =0, 
то зависимость между флюксиями будет: 
Зах — Зах —- а —- ух — Зууу = 0, 
так что 
у: д: : 37х — 2ах -- ау: Зуу— ах: : ВО (у): ВТ. 

Поэтому 

3у3 — аху 


В1— 37% — Зав -- ау’ 


Так как точка 0 дана и, значит, ханы ОВи ВА или уи х, то данной будет 
и величина БД, с помошью которой определяется касательная ГО. 

Примененный прием можно упростить следующим образом. Положи члены 
ханного уравнения равными нулю, умножь их на соствететвующие показатели степеней 
ординаты и результат поставь в числителе выражения для ВТ; затем умножь члены того. 
же уравнения на соответствующие показатели степеней абециссы и результат, разделен- 
ный на абециссу, поставь в его знаменателе. При этом ВТ направлено в сторону А, 
если значение ее положительно, и в обратном направлении, если оно отрицательно. 

Так, уравнение 


0 0 1 3 
з — бах таху —ф=0, 
3 2 1 0 


будучи умноженным на написанные сверху числа, дает аху—3у3 для чиелителя 
значения БТ, а будучи умноженным на нижние числа и поделенным на 2, дает 
3хх — 2ах ау для его знаменателя. 

Равным образом уравнение 


3 — 6уу — саду 6еа-- аху =0 
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{выражающее природу параболы второго рода "®, с помошью которой Декарт 93 
построил уравнения шестой степени, см. его „Геометрию“, стр. 42, Аше. Е@. Ап, 
1659) по тому же правилу дает, что 
3/3 — 26уу —сау-- аху Зуу 26у 
т Л = БГ. 
тт И р. Е с- = ВТ 
По тому же способу уравнение 


иа—-- хх — уу =0 


{соответствующее эллипеу, центр которого есть 4) дает, что 


У д ИЛИ 999 — ВТ; 
у 7х 
о — 
Ч 
и так далее в других случаях. 
Можешь заметить, что величина угла АВО, образуемого ординатой с абециесой, 
значения не имеет. 
Однако так как это правило не распространяется ни на уравнения, содержа- 
щие иррациональности, ни на механические кривые, то в этих случаях следует поль- 


зоваться общим методом. 
ПРИМЕР П 


Допустим, что уравнение, выражающее зависимость между АВ и ВО, есть 


фз 
23 —@ауу— те — ах ау 1х =0. 


Тогда согласно проблеме Т зависимость между флюксиями будет 


Зафууу -- 253, 4аухх-Р вах + ахху —0 


Ут аа —- 2ау -— уу 2У ву 2х 
Поэтому 
3 и— 9физ . 
3х — 6 оо —  Забууи_ се :(у:ж::) ВО: РТ: 


2У ух. у аа—- 2ау-- уу 2 Уи 


ПРИМЕР Ш 


Пусть (фиг. 6, табл. ПТ) ЕЛ есть конхоида Никомеда"®, полюе которой С, 
асимптота АТ и образующий отрезок Ё2Р, и пусть Аа =6, Гр ==, АВ =ти ВО =. 
Из подобия треугольников ДВГ и ОМС следует, что 
ГБ: БО: : ЭМ: МС, 
то-есть 
Уве — чу: у: :х:6-Ру, 
и, следовательно, 
уж Усс — уу=ау. 
Получив это уравнение и полагая 
Уе—уу=», 
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я нахожу два уравнения 
бе у2=ху и 66 —уу=ее, 


с помощью которых согласно проблеме Г определяю флюксии величин х, у и 
Первое уравнение дает 


6г-- уг -Нгу=ух-{ 29, 


—2уу=22г или ге --уу=0. 
Исключая из них 2, ты найдешь, что 


& второе— 


—ми у 
_ 5 —- 


8 


г — ух-- ху, 
а решение этого уравнения дает, что 
Иа у: : (9:2: :) ВЫ: ВТ. 


Но ВР — это 1); следовательно, 
у -—- 61 
ВТ и 
[21 
и значит, 


врхом 


— ВТ Ат 


где знак — при ВТ означает, что точка Г должна быть взята е обратной стороны по 
отношению к точке А. 


ПОУЧЕНИЕ 


Отеюда, между прочим, видно, как можно найти на конхоиде точку, отделяющую выпу- 
клую часть от вогнутой. Это именно будет иметь место тогда, когда АТ етанет наимень- 
шей. Поэтому положи АГ=и, и так как 


ВТ ера ЕН 


то 


бу-- уу 
. ре уг 
Для сокращения действия подетавь вместо х выражение У вытекающее 
из вышеизложенного; при этом ты получишь 
262 бу уу 
Не = 
4] 2 


Отсюда можно согласно проблеме Г найти флюкеии и, у и 2, а полагая 
и —= 0, ты согласно проблеме Ш получишь 


2 262 уу; 
2 ми: Е а о, 
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у . 
Подставляя, наконец, в это уравнение — ЕЙ вместо 2 и сс— уу вмеето 2г (эти 
# 


значения мы уже нашли ранее) и произведя должное преобразование, ты получишь, что 
3 —- 36/9) — 2666 =0. 
Построение этого уравнения определит у или АЛ[Г, и линия МО, проведенная 
через точку М параллельно АВ, попадет в точку перегиба р "И. 
Еели кривые, к которым требуется провести касательные, являются механиче- 
скими, то флюксии следует определять, как в примере У проблемы Г; все же остальное 
делается, как указано выше. 


ПРИМЕР [У 


Пуеть (фиг. 7, табл. ТУ) АС и АБ суть две кривые, пересекающие в точках С 
и Р прямую БСП, приложенную к абециссе АБ под данным углом. Пуеть АБ =х, 
площадь АСВ _ 


ВВ =у и —__ =. Тогда (согласно проблеме Т подготовлению к 


примеру У) И 
= хХ ВС. 


Пуеть, далее, АС есть круг или какая-либо другая известная кривая, и допу- 
стим, что для определения другой кривой АД дано уравнение, содержащее 2, например 
22 -- аех = 9. 

Тогда согласно проблеме 1 
22г - ах2 -- ах == 4439. 
Написав 2 Х ВС вместо г, мы будем иметь 
92х Ж ВО-Р ахх Ж ВС-Р агх == 4уу 
и, следовательно, 
22х ВС ахЖ ВО- аз: 443: :(и:х: :) ВБ: ВТ. 

Поэтому, если природа кривой АС известна и даны ордината ВС и площадь АСВ` 
или 2, то будет дана также точка Г, через которую проходит касательная ОГ. 

Аналогично, если уравнение, соответствующее кривой АГ, есть 32 ==2у, то 

(32) 3&Ж ВС = 
и, следовательно, 
3ВС:2: :(у:1::) БО: ВТ 

и так далее в других случаях”. 

ПРИМЕР У 

Пусть, как прежде, 4 В = хи ВО ==у и длина некоторой кривой АС = г. Проведя 
какую-либо касательную ($, мы будем иметь, что 

В: (Е: 11:2 

или 
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Допустим, что другая кривая АД, к которой требуется провести касательную, 
‘определяется некоторым уравнением, содержащим 2, например уравнением 2==у. 


Тогда 2 = и, следовательно, 
СЕ: ВЕ: :(у:х::) ОВ: ВТ. 
Найдя точку Г, можно провести касательную ОТ. 
Точно так же, если принять, что х2==уу, те 
жг-— гл = уу. 
| хжЖ 0 
‚Если здесь заменить = через — р; › ТО получается, что 
хех 0 
———_--2ал=2 
| В Г уу, 
отсюда следует, что 


т :2у: : ВО: РТ. 


ПримеЕР У[ 


Пуеть (фиг. 8, табл. ТУ) АС ееть круг или какая-либо другая известная 
кривая, касательная которой есть С{. Допустим, что АР — другая кривая, в которой 
нужно провести касательную и которая определяется тем, что АВ берется равной 
дуге АС. Пуеть, далее, СЕ и ВЛ суть ординаты, проведенные под данным углом в АВ, 
и завиеимость между БО и СЕ или ЕА выражается некоторым уравнением. 

Обозначь АБ или АС=х, В.Ф=у, АЕ=ги СЕ=— и. Лено, что хи 8, 
-флюксии СЕ, АС и АЕ находятся между собой в том же отношении, что СЁ, СЁ и Е. 
Поэтому 

ХОЕ . Хх 
Е“ “а 


=2. 


Допустим теперь, что дано какое-либо уравнение, определяющее кривую АЛ, напри- 
мер у==г. Тогда у == и, значит, 
Е: : : (у==х: :) ВБ: ВТ. 
Если бы было дано уравнение 
у=жеё-и— х, 


. . СЕ ЕМС 
у=(2Ри—д=)х оне ыы 


то получилось бы, что 


и, значит, 
СЕР Е! — (0: (&: :(у:#::) Вр: РТ. 


Наконец, если бы было дано уравнение 


ауу = из, 
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то из него следовало бы, что 
Зауу == (Зичи =) Зиих Ж г , 
отЕТда получилось бы, что 
Зи < СЕ: ау Ж СЕ: : Вр= ВТ"®. 
| ПРИМЕР УП 


Пуеть (фиг. 9, табл. ТУ) РС есть круг, которого Сб касается в точке С, а РР — кривая, 
которая определяется некоторой зависимостью между ординатой ДВ и дугой РС, огра- 
ничиваемой линией 4), проведенной через центр. Проведя СЁ — ординату круга, 
прими АС или АР=1, АВ=х, Вр=у, АЕ =, ЕС =и и СЕ == Ты получишь 


тогла, что 
|. ЕС 
2$ —= 1 хх — $@ — & 


—ч1 = (1 —58=) ; 


Я полагаю здесь, что г — величина отрицательная, так как АЁ при возраста- 
нии СЕ убывает. 


Далее, 
АЕ: СЕ: : АВ: ВО, 


так 970 2/ ==, и поэтому согласно проблеме 1 
гу уг — ил 1 их. 
По исключении 2, и и и отсюда следует, что 
Допустим теперь, что кривая ОА’ определяется некоторым уравнением, из квото- 


рого можно получить значение $ которое надлежит вставить в полученное выше 
уравнение. 


Положим, например, что #==у (уравнение первой квадратрисы). Тогда, согласно 
проблеме 1 Ё= и 
Ху—9уу —т5у — ут. 


Отеюда 
у: —х-ф- уу ах: :(у:—1::) ВО (и) : ВТ. 
Следовательно, 
ВТ=ах-- ууб—х 
и 
я т _ АБч 
АТ==хх-- уу == ЯР 
Совершенно так же, если # — у, то мы будем иметь 
28 = у, 
и, значит, 
ь _ АБа 
АТ Х Е 


и так далее "2%. 


6 Зак. 3996. — Ньютон. 
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ПрРимЕР УШ 


Если принять теперь (фиг. 10, табл. ТУ), что АД есть прямая, равная дуге РС, 


то кривая АДН окажется спиралью Архимеда ®. 


Для линий мы сохраним те обозначения, которые установили выше. Так как 
угол АВШ прямой, то 


хх -- уу =й 
и, значит (согласно проблеме 1}, 
лр-Р уу =Н. 
Далее, 
Ар: „АС: : ОВ: СЕ, 
так что 


74 — 4, 


и, следовательно (соглаено проблеме Г), 


Шу. 
Наконец, флюксия дуги ЁРС относится Е флюксии прямой СЕ, как СА к АЁ, или 
как А) к АБ, т. е. 
1%: Ё: д, 
и, значит, 
ЖЕ. 


Сопоставив только что найденные уравнения, ты увидишь, что 


откуда следует, что 


А 
ве ==) т 
Поэтому, если, дополнив параллелограм АВРО, ты примешь, что 
еле * ИИ | 
ро: ОР: : (ОВ: ВТ: :у:—41::)<:49 вр 


т. е. если отложишь 
[ 


ИЯ, 


то РР будет перпенликуляром к спирали. 

Я полагаю, что отсюда достаточно ясно, с помощью каких приемов можно 
проводить касательные ко всякого рода кривым. 

Однако я считаю не лишним показать, как можно решить задачу в тех случаях, 
когда кривые отнесены в прямым каким-либо другим способом. Имея под руками 
большое число различных методов, ты всегда сможешь воспользоваться более легким 
и более простым. | 

ВТОРОЙ СПОСОБ 


Пусть (фиг. 11, табл. ГУ) на кривой взята точка О, из которой проведена к данной 


точке С’ субтенза Да, и пусть ОВ есть ордината, проведенная под каким-либо дач- 
ным углом к абециссе АВ. Допустим, что точка Д перемещается на& бесконечно 
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малый отрезок кривой Да, возьмем на < отрезок СЁ, равный Са, и достроим паралле- 
лограм ас ВФ. Тогда РЁ и Псбудут одновременно порожденными моментами величин ар 
и ОВ, на которые они обе уменьшаются, когда 0) переносится в 4. Продолжим прямую да 
до пересечения АВ в Ти из Т опустим на субтензу @аБ перпендикуляр ТЕ; при 


этом образуются подобные трапеции сай и ОВТЕ *® и, еледовалельно, 
Вр: ОЕ: : Ос: ОЕ. 


Так как уравнение, определяющее кривую, представляет собой зависимость 
между ВО и ШС, то тебе следует определить отношение флюксий и взять ОР 
как четвертую пропорциональную к ОВ, флюксии (Л и флюксии БГ. Затем в Е нужно 
восстановить перпендикуляр Е; прямая, соединяющая О и Т, коснется кривой в Д; 
ОТ следует брать по направлению к С, если она положительна, и с обратной стороны, 
если она отрицательна 123) 124). 


ПРИМЕР [ 
Положи @р =хиШВ == у; пусть зависимость между ними выражается уравнением 
43 — алх аду — 93 =0. 
Зависимость между флюксиями будет 


Затл — Заза -Ё ух -Р аху — Зууу =0. 
Поэтому 
Злх — 2ах ау: Зуу— ах: : (у:#::) БВ: ВЕ. 
Следовательно, 
33 — @5у 


РГ — 3хх— 205 ау` 


Если на кривой задана точка О, & вместе с тем ВР и ОС или у их, то опре- 
делится также точка Г. Поэтому если в Р` восстановить перпендикуляр ЕТ, пересекающий 
абсциссу АВ в Т, то можно будет провести касательную ГД. 

Очевидно, что здесь сохраняет силу то правило, которое мы нашли в первом 
случае. А именно, перенеся все члены данного уравнения в одну сторону, перемножь 
их на показатели степеней ординаты 1/ и результат поставь в числителе дроби. Затем 
перемножь члены по отдельности на показатели степеней субтензы л, полученное 
раздели на субтензу х и частное запиши в знаменателе выражения ОР. При этом бери 
линию ОГ по направлению к С, если значение ее положительно, и в обратную сто- 
рону, евли оно ‘отрицательно. Можешть заметить, что при всех этих действиях ни рас- 
стояние точки (х от абециееы АВ, которое может даже свестись к нулю, ни угол АВР, 
который ордината ВЛ составляет © абоциесой Б.А, не имеют никакого значения. 

Так, вышеприведенное уравнение 


23 — атх -Р аху — 33 =0 


для числителя выражения РЁ’ тотчае дает аху — 393, а для знаменателя 355 — 2х -|- ау. 
Равным образом уравнение 


Ь 
а--— и— у ==0, 
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соответствующее коническим сечениям, дает — у для числителя значения ОГ и ы — ДлЯ 
а 


а 
его знаменалеля, так что само это значение будет — ^^. 


Точно так же если обозначить в конхоиде (для которой задача может быть 
решена таким путем скорей, чем это было сделано выше) (фиг. 6, табл. Ш) `С.А ==, 
ГО =с, Эа =х, ВПО =чу, то 


ВО (у): РГ): : Аа (6): ЧЁ (&— 6), 
вследствие чего 
ху —су=656 
ИЛИ 
9) —су— 06 =0. 


Это уравнение согласно правилу дает 


у — су 
у 
Нроведем СЛ до Г так, чтобы ОЕ = ГС, в К восстановим перпендикулар ЕТ, 
который встретит асимитоту АБ в точке Г; прямая ГО тогда коснется конхоиды. 
Если в уравнении окажутся иррациональные или составные величины, 
то следует прибегнуть в общему методу, если только ты не предпочитаешь произвести 
приведение уравнения ”. 


т. е. сё — с = ОГ. 


ПРИМЕР П 


Если (фиг. 11, табл. ТУ) для выражения зависимости между О) и ОВ дано 
уравнение 


ружУ«—уу=ау, 
то определи зависимость между флюкеиями, согласно проблеме 1, полагая, например, 


У — уу=>, 
причем получаются уравнения: 
62-Е уг ==, 


св —уу==2г. 
Зависимости между флюксиями будут тогда 
г уе гу==ау-- ух 
— уу ==2а2. 
Исключив затем с и 2, ты получишь, что 


Иж МР —__ 


Ум 
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Следовательно, 


бу -- 1 .. 
у: ИИ 14:9 ВР (у: БЕ. 


ТРЕТИЙ СПОСОБ 


Если (фиг. 12, табл. У) кривая отнесена к двум субтензам АР и ОВ"), которые 
проведены из двух данных точек А иВ исходятся на кривой, то представь себе, что 
точка О пройдет вдоль кривой бесконечно малый отрезок Ра, и на АР и ОВ 
возьми АХ, равное Аа, и Ве, равное Ва. Тогда ЕР и с) явятся одновременно 
порожденными моментами линий АД и ОВ. Поэтому возьми РО так, чтобы она 
относилась к ОВ, как момент ОЁ к моменту Гб (или, что то же, как флюксия 
прямой АР к флюксии ОВ), и восстанови к ОБ и АД перпендикуляры ВТ и ТЕ, 
которые сойдутся в Т. Трапеции ОЕТВ и ПОфас будут подобны, и поэтому диаго- 
наль ОТ коснется кривой. 

Таким образом из уравнения, определяющего зависимость между АР и ОБ, 
определи, согласно проблеме 1, отношение между флюксиями и затем возьми ОР, 
находящуюся в том же отношении к ДВ. 


ПримеЕР | 


Положим Ар =х и ОВ==у и допустим, что зависимость между ними есть 
ех ‘ 
ар —у=0. 


Это уравнение эллипсов второго порядка, свойства которых, связанные с пре- 
ломлением света, были показаны Декартом во второй книге его „Геометрии“ 127. 
зависимость между флюксиями будет 


ед . 
— —и==0, 


4 
вследствие чего 


е:4:: (у:ж::) Вр: ОЕ. 
На том же основании, если 
(1 ет —0 
я у= , 


то мы будем иметь 
е: —а:: ВО: РР. 


В первом случае следует брать ПР по направлению к А, во вто- 
ром — в обратную сторону. 
КорРОлЛЛАРИЙ | 
Если 4 ==е, причем кривая обращается в коническое сечение, то РО = ОВ, 
вследствие чего ‘треугольники ОЁТ и ОВТ оказываются равными и угол ЕОВ 
рассекаетея касательной пополам. 
КорРОЛЛАРИЙ П 


Отеюда непосредственно очевидно вее т0, что так сложно доказывал 
о преломлении света этими кривыми Декарт. 
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В самом деле, если ПГ есть луч света, то РБ и ОВ (находящиеся в данном 
отношении @:е) оказываютея синусами углов ОТЕ и ВТВ, образуемых падающим на 
поверхность кривой лучом АР и его отраженным или преломленным лучом ОВ. Точно 
так же следует рассуждать в случае преломления света коническими сечениями, если 
одна из точек А или Б берется на бесконечном расстоянии. 

Нетрудно видоизменить это правило по вышеприведенному образцу и. привести 
многочисленные нримеры таких видоизменений. Если кривые отнесены к прямым 
каким-либо другим способом и привести их к указанным уже видам зависимостей 
трудно, то зато весьма легко будет, если потребуют обстоятельства, найти по образцу 
приведенных новые приемы. 


ЧЕТВЕРТЫЙ СПОСОБ 


Допустим (фиг. 14, табл. У), например, что прямая линия БС вращается 
вокруг давной точки ВБ и одна из ее точек О описывает некоторую кривую, в то 
время как другая ее точка С всегда находится на пересечении прямой ВСГ и дру- 
гой заданной по положению прямой АС. Пусть дано также уравнение, выражающее 
некоторую зависимость между СВ и ВО. Проведи БЕ параллельно АС и продолжи 
ее до встречи в точке Ес РО, перпендикуляром к ВО. Проведи затем ЕТ под 
прямым углом к РО и найди ЕТ так, чтобы она относилась к ВС, как флюксия ОБ 
к флюксии ВС. 

Построенная таким образом линия ОТ касается кривой 129). 


ПЯТЫЙ СПОСОвВ 


Если при заданной точке А уравнение выражает зависимость между АС и 
ВО, то следует провести СС параллельно ОЕ и определить РТ так, чтобы она 
относилась к Ва, как флюксия ВО к флюксии АС. 


ШЕСТОЙ СПОСОБ 


Далее, если уравнение выражает зависимость между АС и СШ и прямые 
АС и ЕТ пересекаются в Н, то следует определить НТ так, чтобы она относилась 
к Ва, как флюксия ОС к флюксии СА. Аналогично обстоит дело и в других случаях. 


СЕДЬМОЙ СПОСОБ 
ДЛЯ СПИРАЛЕЙ 


Точно так же поступают, когда кривые относятся не к прямым, а к другим 
кривым, что обычно бывает с механическими кривыми. 

Допустим (фиг. 15, табл. У), что ВС: есть окружность круга с радиусом АС. Предста- 
вим себе, что при вращении радиуса вокруг центра А, точка /) как-либо движется, 
описывая некоторую спираль АДЁЕ. 

Предположи, что ПЯ есть бесконечно малая часть кривой, на которую пере- 
мещается точка Л, и на АР возьми сА = А4. Тогда с) и @9 будут одновременно 
порождаемыми моментами прямой 4/) и окружности БС. Проведи поэтому 4# парал- 
лельно с4, т. е. перпендикулярно к АД, и пусть касательная 7) пересекает Аё 
в точке 7. Тогда 

Де:са:: ПА: АТ. 
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ОИ 
Далее, пусть С! параллельна касательной 07, тогда ты получишь, что 
с4:9::(Аа или АД: Аа ::) АТ: А+. 


Поэтому если дано уравнение, выражающее отношение между ВО и АДР, то 
найди согласно проблеме 1 отношение их флюксий и возьми {А в АС в том же отно- 
шении. Прямая С будет параллельна касательной 129). 


ПРИМЕР [ 


Обозначим Ва =хн АД) ==у, пусть зависимость между ними будет 


| 13 — алл-- аху — 43 =0. 
Согласно проблеме 1, 
Зах — Зал ау: Зуу— ат :: (у:1::) РА: А 


Найдя таким образом точку Ь проведи # и параллельную ей ОТ, которая 
и коснется кривой. 
ПРИМЕР П 


Если. 
ах 
— — 1 
у 
(что представляет собой уравнение спирали Архимеда), то 
ах. 
ъ-У 


и поэтому — 
а:6:: (у:5::) ОА: АЕ 


Отеюда попутно заключаем, что если продолжить АТ до Р так, чтобы 
РА: АВ:: 4:6, 
то прямая, соединяющая Р с Д, будет перпендикуляром к кривой. 


ПРИМЕР Ш 


Если 
хх == 64, 
то 
ад == 6у 
и 
21:6:: РА: А+. 


Таким же образом можно легко провести касательные ко всяким спиралям! 9). 


ВОСЬМОЙ СПОСОБ 
ДЛЯ КВАДРАТРИС 


Пусть природа кривой такова, что когда через центр 4 проведена какая-либо пря- 
мая АСР (фиг. 16, табл. У), пересекающая дугу круга в С и кривую в /), то зависимость 
между дугой Ва и прямой ОН, ординатой, проведенной кв основанию или к абециссе АН 
цод данным углом, определяется некоторым уравнением. 
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Представь себе, что Ш) продвинется по кривой на бесконечно малый отре- 
зок Па, дострой параллелограмм аЙНЁ и продолжи А до с’ так, чтобы веА = АШ. 
Тогда @9 и ШЁ будут одновременно порожденными моментами дуги ВЯ и орди-- 
наты ДН. Проведи затем прямую Да до Т, где она встречает АВ и опусти оттуда 


перпендикуляр ГР на ДОеЁЕ. При этом получатся подобные трапеции ОЁ4е и ОНТЕ 
и, следовательно, 
р: 0с:: РН: БЕ. 


Если, далее, перпендикулярно к АС провести С} пересекающую АР в Г. 
то (в силу параллельности ДЕ и С) 


Ос: С9:: РЕ: СГ; 
следовательно, если сравнить эти пропорции, 
ОЕ: а9:: ЭН: @р, 


то-есть как моменты или флюксии линий ДН и БС. 

Поэтому по уравнению, выражающему зависимость между ВС и ПН, 
определи (согласно проблеме Г} отношение флюксий, а С], касательную к кругу ВС, возьми 
к ОН в том же отношении. Затем проведи линию ОЕ, параллельную С{ и пересе-- 
кающую продолженную прямую АГ в К. В Г восстанови перпендикуляр, встречаю- 
ший АВ в Т; прямая, соединяющая О с Г, касаетея квадратрисы. 


ПРИМЕР [| 


Обозначим Ва =хи ОН=уи пусть 
хх = 6у, 

тогда (согласно проблеме Г) 
2х == 6, 
откуда о 
2%:6::(и:1::) БН: 9]. 


По определении точки [ остальное совершается, хак показано выше. 
Иногда, однако, это правило можно проще представить в таком виде. 
Возьми д:у:: ВА: АГ, 
тогда 
Ар: АШ:: АО: АТ; 
прямая, соединяющая Г) с Т, коснется кривой. Действительно, равновеликие треуголь-- 
ники АРО и АГР дают, что 


Арх рЕ=АТХ ОН 
и, значит, 


АТ: АД :: (ре ИЛИ с хОТ:ЬОН или 9 дг:: лв: (1 АС наи) АТ,.. 
НИ & 
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ПРИМЕР П 


Если х==у (это уравнение квадратрисы древних), то д =, поэтому 


АВ: АД:: АД: АТ. 


ПРИМЕР Ш 


Если 
арх == 3, 
то 
2ахх == Зуцу. 
Положи 
Зуу:2ах:: (х:у::) АВ: АГ 
и 


Аг: АЛ:: АБ: АТ. 


Таким образом можно быстро определять касательные ко веяким другим ква- 
дратрисам, как бы они ни были сложны. 


ДЕВЯТЫЙ СПОСОБ 


Допустим, наконец (фиг. 17, табл. У), что АВК есть какая-либо заданная ври-- 
вая, которой касается прямая В+, и что ВО, часть прямой ВС (прелетавляющей собой 
ординату, проведенную под каким-нибудь углом к абециесе АС), заключенная между 
данной и другой кривой ДЁ, находится в некоторой выраженной уравнением зави-- 
симости с частью кривой АБ. 

Касательную ОТ Е этой второй кривой можно провести, взяв на касательной 
к первой кривой отрезок ГВ, который относится к ВО, как флюкеия кривой АБ’ 
к флюксии прямой БО. 

ПРИМЕР [ 


Обозначим АВ=х и ВО =, и пусть 


ах — уу 
и, значит, 


Тогда 


а:2у:: (у:х::) Вр: В. 
ПРИМЕР П 


Пусть -- д =у (уравнение трохоиды, если АВЕ круг). Тогда 
а=у и а:6:: ВО: ВТ. 


Так же легко можно проводить касательные и в том случае, когда выражена 
каким-либо уравнением зависимость между ВО и АС или СБ, или же когда кривые 
относятся каким-либо образом к прямым или к каким-либо другим кривым. 


С помощью тех же принципов можно получить решение некоторых других 
задач, вроде, например, следующих. 
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| 


Найти на кривой точну, в которой касательная параллельна или перпенди- 
вулярна или наклонена под данным углом в абециесе чли какой-либо другой задан- 
ной по положению прямой. 

П 

Найти точку, в которой касательная наидолее или наименее наклонена 
» адсциссе или в вокой-лидо другой заданной по положению прямой, или, что то 
же, найти границы противоположных изгибов. Пример такого исследования мы уже 
дали для конхоиды 131). 

Ш 

Из точки, дачной вие периметра кривой, провести прямую, которая с кривой 
образует либо гол касания, либо прямой, либо вообще какой-либо данный угол, 
т. е. из данной точки провести в кривой касательную, или перпендикуляр, или как 
1)20одно наклоненную в ней прямую 133. 

[У 

Из точки, данной внутри параболы, провести прямую, образующиую с нею нам- 

больший или наименьший возмоеный угол. То же сделать для любых других кривых. 
У 

Провести прямуло, касающуюся двух данных по положению кривых или одной 

кривой в двух точка.г, ®огда это возможно. 
УТ 

Провести прич данных условиях кривую, касмощуюся в данной точке другой 
данной по положению кривой. 

УП 

Определить преломление луча света, падающего на поверхность какой- 
ли00 кривой. 

Решение этих или других подобных им проблем не столь уж трудно, — если 
не говорить об утомительности выкладок, — чтобы стоило здесь на них останавливаться, 
и, полагаю я, геометры одобрят, что я только указал на них. 


ПРОБЛЕМА У 
Определить величину кричвизны какой-либо данной кривой в данной точке 
Существует мало проблем в учении о кривых, более изящных и более глубоко 
вскрывающих их природу. Решению этой проблемы я должен предпослать следую- 


щие общие соображения: 
1 


‚Всякий данный круг имеет везде одинаковую кривизну, а в различных кругах она 
обратно пропорциональна диаметрам. Если диаметр одного круга есть половина диаметра 
другого, то кривизна первого вдвое болыше кривизны второго. Если диаметр первого 
есть треть диаметра второго, то кривизна первого втрое больше кривизны второго и т. д. 

П 


Если круг касается кривой в ее вогнутой части в данной точке и величина 
‚его такова, что внутри угла их касания нельзя вписать ни одного другого касаю- 
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щегося круга, то этот круг имеет ту же кривизну, что и кривая в точке касания. Дей- 
ствительно, круг, который бы проходил между кривой и другим кругом через точку каса- 
ния, отличался бы от кривой менее, чем этот другой круг, и более, чем он, подходил 
бы по кривизне к этой кривой. Следовательно, ближайшим по кривизне из всех 
кругов будет тот, между которым и кривой нельзя вписать ни одного другого круга. 


Ш 


Поэтому центр кривизны кривой в любой точке есть центр круга, имеющего. 
равную ей кривизну; вместе с тем радиуе или полудиаметр кривизны — это чаеть 
нормали к кривой, заключенная между кривой и этим центром 138. 


У 


Отношение кривизны в различных точках определяется по отвошению кривизны 
кругов, искривленных в этих точках одинаково с кривой, или по обратному отношению 
радиусов кривизны. 

Таким образом задача сводится к определению радиуса или центра кривизны. 

Для этого представь себе, что (фиг. 18, табл. У) в трех точках кривой 6, Ш, 4 
проведены нормали, причем те, которые проведены вби Д, сходятся в точке Н, а те, 
которые проведены в Ди 4, —вй. Точка Ш) пусть находится между 6 и а. Если 
кривизна на участке 06 болыие, чем на участке Ра, то ОН будет меньше 4%. 
Но чем более нормали 0Н и 4# приближаются к средней нормали ДН, тем меньше 
становится расстояние между точками Н и й. Наконец, когда эти нормали сольются, 
то совпадут и эти точки. Допустим, что совпадение произойдет в точке С, тогда она и 
будет центром кривизны кривой в точке 0, в которой остановятся нормали. Это 
очевидно само собой 13%. 

Эта точка С обладает рядом признаков, или свойств, которые не бесполезны 
для ее определения. 

1 

В ней сходятся нормали, проведенные с обеих сторон от ДОС и бесконечно 
мало отетоящие от нее. 

П 


Эта точка разделяет и отделяет пересечения нормалей, находящихея с обеих 
сторон. на конечном и как угодно малом расстоянии, причем ‘те, которые находятся 
на более искривленной части кривой 176, сходятся ближе в точке Н, а те, которые 
находятся на менее искривленной части Ра, сходятся далее в точке Й. 


Ш 


Если представить себе, что ГПС движется, оставаясь всегда нормальной 
к кривой, то ее точка С (если исключить движение, благодаря которому она при- 
ближаетея к точке стояния или удаляется от нее) передвигается менее других и 
представляет собой как бы центр движения. 


[У 


Если описать из центра С радиусом СШ круг, то через точку касания нельзя 
провести ни один другой круг, лежащий между ним и кривой. 
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У 


Наконец, если центр Н или й другого соприкасающегоея круга постепенно 
подходит к центру С данного круга, нока под конен с ним не совпалет, то всякая 
точка, в которой этот первый круг пересекает кривую, совпадет се точкой касания Л. 

Каждое из этих свойств может дать особый способ решения проблемы; но мы 
выберем из них первое, как простейшее. 

Допустим, что в некоторой точке Г кривой (фиг. 19, табл. У) проведены каса- 
тельная ЛГ и нормаль РС. Пусть, как и раньше, С’ есть центр кривизны. Кроме того, 
пусть АБ есть абециеса, к которой ВЛ прилагаетея под прямым углом и кото- 
рую ПОС пересекает в Р. Проведи ОС параллельно АВ, СС — перпендикулярно 
к ней, на СС отложи отрезок Су какой-либо данной величины и проведи к послед- 
нему перпендикуляр 90, который пересечет СЛ в 6. Тогда 135) 


(9:96 :: (ВГ: ВР) :: флюкеия абециесы к флюксии ординаты. 


Предетавив себе далее, что точка Ш) бесконечно мало передвинулась по кривой 
до а, проведи 4е перпендикулярно к ОС, а также нормаль к кривой Са, пересекающую 
рав Гид в Г[. 

Тогда Пе будет моментом абециссы, 4е — моментом ординаты, а 6! — одно-. 
временно порождаемым моментом прямой 96. Далее 


4е`Х ае 
Де 

Таким образом, найдя отношение этих моментов или (что то же) флюкеий,. 

порождающих эти моменты, ты вместе е тем получишь отношение СС вк данной, 


линии Су (которое то же, что и отношение ОР к 3} ) и отсюда определишь точку С. 
Поэтому, если 


рЕ= ре-ь 186). 


АВ=а, ВО=у, О9=1, 9=: 


м 


то 


ИЛИ 


Далее, пуеть 5/, момент 2, есть оЖ 2 (т. е. произведение из скорости на беско- 
Нечно малую величину 0), тогла моменты 


Де=ох 1, фе =0 Жи. 


Следовательно, .. 
ОЕ = од -- 5 
Поэтому | .. 
С9 (0): Са :: (Г:ОЕ::) ог: ож -- =, 
т. е 


сете. 


д; 5 
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Так как флюксии абециссы т, К которой как к равномерной флюксии могут 
быть отнесены остальные, можно приписать любую скорость, то положи 


х=—1. 
‘Тогда 
. ПО | 2: 
и—=г и СС = = , 
2 
следовательно, 
2-- 23 
вр? 
2 
и 


137) 138) 


ре ЖУ1 -Н гг 


9 


Поэтому, если для определения кривой дано уравнение, содержащее зависи- 
мость между ОВ и ВА, ты сперва найди отношение между т и у соглаено про- 
блеме Ги вместе с тем поставь 1 вместо хи г вместо у. Затем из получившегося 
при этом уравнения выведи согласно той же проблеме { отношение между д, я) иг 
и вместе с тем подставь, как раньше, 1 вместо хи 2 вместо уу. При этом первое 
действие дает выражение для 2, & второе для 2. 

Найдя их, продолжи ВШ до Н в направлении вогнутой части кривой, так 


р 1 - 22 | 
чтобы ОН 1-Е 22 и параллельно АВ проведи НС, которая пересечет нормаль СД 


2 
в С; Си будет центр кривизны кривой в точке Ш. 
РТ 
Или, так как 1-22 = 57» то возьми 
рн— РТ 
2х ВТ 
или 
РС = Ве . 
2х ОБ 


ПРИМЕР | 
Допустим, что дано уравнение 
ах | фхх —уу==0 
{принадлежащее гиперболе с продольной стороной а и поперечной стороной 


139) 
( 
> } Мы будем. иметь (согласно проблеме Г) 


а-—- 265 — 22у = 0, 


/ . . . . . 
(полагая в получившемся уравнении ах -Г 265% —2уу =0, 1 вместо х и г вместо у), 
‚а отсюда в свою очередь найдем 


25 — 222 — 22 ==0 


{причем снова вместо хиу пишутся 1 и 2). 
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Из первого уравнения ты найдешь, что 


а-—- 26х 
в =——— . 
2 
а из второго, что Ш: 
© — М 


9 
Поэтому если на кривой дана какая-либо точка Р и, значит, даны хи у, то опреде- 


1-22 


лятся такжег и 2, зная которые, ты отложишь С@ или ОН == ; и проведешь НС. 


Если взять числовые значения д =3 и ф=1, так что выражающее природу 
гиперболы уравнение будет 


3х —- хх = чу, 
и если принять х —=1, то /=2 .— 2 5—9 и РН 9 
р ТО у у, 7 82 — 9° 


Найдя точку Н, восстанови перпендикуляр НС, который пересечет раньше 
построенную нормаль СД, или (что то же) возьми 
5 
РН:НС:: (1:2::) 1:1, 
тогда прямая, соединяющая С и Ш, будет радиусом кривизны. 

Еели ты рассчитываешь, что вычисления не будут слишком сложны, то 
1-22 
в 22 
#2 
в настоящем примере ты после должного приведения получишь: 

41/3 —- 463 


‚ значение СС, можно подставить вместо 2 и г их общие выражения. Так, 


Однако, как это видно из числового примера, вычисления дают для ОН отри- 
цательное значение. Это обстоятельство указывает только на то, что ОН следует 
провести по направлению к РБ. Если бы значение ОН было положительным, то пря- 
мую эту следовало бы провести в обратном направлении. 


КОРОЛЛАРИЙ |] 


Если изменить здесь знак при --6, так что получится ах — хх — уу =0 
(уравнение эллипса), то 
43 — 46° 
—_ аа, 


РН У. 


КорОлЛлЛАРИЙ П 


Если 6 =0, то уравнение превратится в ах —уу==0 (уравнение параболы); 
тогда 
аа 


РН=у-- 


ре = ка-- 3 
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КорРОЛЛАРИЙ Ш 


Из этих выражений легко можно вывести, что радиус кривизны любого кони- 
ческого сечения всегда есть 
4)Р?з 
аа ` 


ПрРимЕР П 


Допустим, что 23 = ауу — хуу (уравнение циссоиды Диоклеса) "); согласно про- 
блеме Г сперва получится 
Зхх == дагу — 212у — цу, 
& затем | 
6% — 2ауг -- 242г — 2гу—2ху2 —Этгг — 92, 
так что 
„_ 82% --Уу 
29—25 
и , . р 
; —_ 30 — ааа р лаг - 2 
ау — ту 
Поэтому, если на циссоиде задана какая-либо точка и значит даны хи у, то будут. 


1-22 


2 


даны также 2 иг. Зная эти величины, отложи СС — 


НРИМЕР Ш 


Если БГУ У «— уу=ху (мы уже видели на стр. 77, что это уравнение 
конхоиды), то положи Усс —уу=и; тогда фи ну== у. Первое из этих уравнений 
(именно сс — уу = и) дает (согласно проблеме Г), что 

— 2 у = 2 — — 2]: 
(если написать 2 вместо у), другое же, что 
Би ув ей == у-Ёа2. 
Эти уравнения, при подходящем расположении, определяют ние Для опреде- 


ления же г следует исключить из последнего уравнения флюксию и, подставив 


2 
вместо нее — = ‚ причем получится 


__ 642 _ у 
Ц 


= 42 = у- 1, 


т. е. уравнение, содержащее одни текущие величины и свободное от флюксий, как это 
полагается при решении первой проблемы. Поэтому ты найдешь отсюда (согласно 
проблеме ТГ), что 
622 Буа буи Эуге 52 узи . 
ее РУ р РЕ 2 у Ра - 24 = 2а2- дг. 
4 + 164 16 у А: 
Это уравнение после приведения и расположения по порядку даст 2. А зная 2 и 2, 


1-22 


[2 


ты возьмешь @ЯС = 
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Если ты разделишь последнее уравнение только на 2, то (согласно проблеме Г) 
получишь для определения 2 более простое, чем найденное уравнение 
62 буи Эуг и. 2 
И ино. 
% и % и #7 


Я привел этот пример для того, чтобы ты мог видеть, как следует выполнять дей- 
ствие, когда даны уравнения, содержащие иррациональные выражения. Но кривизну 
конхоиды можно найти и более простым способом. Части уравнения 


6--ух Ус — уу=ху 
по возведении в квадрат и делении на уу дают 


бес 2666-Гсс 
уу у — 55 


—26у —уу=ах; 


поэтому, согласно проблеме 1, 
266ес2 2 6есг 


м уу 
или ее Бес 
0 у=— 
О) уу 
Отсюда, опять-таки согласно проблеме Т, 
роса + ее СТ __ жа 
4 9 2 22 


С помошью первого уравнения определяется 2, с помощью второго 2. 


ПРИМЕР [№ 


Допустим (фиг. 20, табл. УГ), что АШЕ есть трохоида (или циклоида), соответ- 
ствующая кругу АГЕ, диаметр которого АЕ. Предполагая, что ордината ВД ветрёчает 
круг в [,обозначь 4Ё =а, АВ =х, В[ =и, ВО = уч, дугу АГ ==Ьа флюксию этой дуги 
через Е. Далее, прежде всего (если провести радиус РГ) флюкеия основания или 
абсциссы АВ будет в том же отношении к флюксии дуги АГ, как ВГ, к Г.Р, то-есть 


. 1 ( . .. 
2 или 1:Ё::4:-- а, и потому и = ® Затем в соответствии с природой круга 


41 — Хх == и 
и поэтому, согласно проблеме 1, 


а— 9% = Эив 
или 
а— 2х . 
9% 


Ёроме того, в соответствии с природой трохоиды, ГР равно дуге Г.А, то-есть 
и--Ё=9, откуда (согласно проблеме Г) 


и = 2. 
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Ра 


Написав вместо флюксий Ёи % 'их значения, ты получишь 
а— 
% 
а отсюда, согласно проблеме 1, выведешь, что 


=, 


1 
Найдя это, отложи —ДОН — 1722 и проведи перпендикуляр НС. 
# 


КоОРОЛЛАРИЙ [ 


Отеюда следует, что ПН=2ВГ и НС=23ВЕ, то-есть что ЕЁ рассекает 
в точке № радиус кривизны СД пополам. Это станет очевидным, если подставить 


. . 1-22 
только что найденные значения 2 иг в уравнение — —— _— = ДН, и над результатом 
® 
произвести надлежащее приведение. 
Коро.ллАРИЙ П 


Веледствие этого кривая РСК, неограниченно описываемая центром кривизны 
линии АШДЁЕ, представляет собой другую, равную ей трохоиду. Вершины ее Ги Р 
примыкают к остриям первой. Допустим, что Ё» есть круг, равный кругу АГЕ и рас- 
положенный подобно ему, и что СЗ прямая, параллельная ЕР, ветречает круг в ^. 
Тогда дуга Е^ равна (дуге ЕГ, равной прямой ЕМ№, которая равна) СХ. 


КОРОЛЛАРИЙ Ш 


Прямая СШ, которая нормальна к трохоиде ГАК, касается трохоиды 1КЕ 
в точЕе С. 


КорРОЛЛАРИЙ [\ 
Отсюда выводится следующее. Допустим в случае обращенных трохоид, что 
к острию верхней трохоиды К привешен на нити груз на расстоянии КА или 2ЕА, 
и предположим, что нить (при колебании груза) прилегает к чаетям трохоиды ЕК 
и К[, которые с обеих сторон препятствуют нитке вытянутьея по прямой и заста- 
вляют ее (лишь только она отойдет от нормали) постепенно загибаться и принимать 
сверху форму трохоиды, между тем как ее нижняя часть СШ, расположенная ниже 
последней точки касания, будет всегда оставаться прямой. Тогда этот груз будет 
двигаться по периферии нижней трохоиды, ибо нить СО веегда остается к ней перпен- 
дикулярной. 
КороллАРИЙ У 


Веледствие этого вся длина нити К.А равна периметру трохоиды АСР, а часть 
ее СО равна части СР этого периметра. 


КОоОРОЛЛАРИЙ У[ 


Так’ как колеблющаяеся нить движется вокруг движущейся точки С, как вокруг 
центра, то поверхность, которую непрерывно пробегает вся линия СШ, относитея 
к поверхности, которую проходит за то же время часть СМ№, расположенная над 


1 Ныютон. 
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прямой /Р, как СО? к С№, т.е. как 4 к 1. Поэтому плошадь СЕМ есть четверть 
площади СГУ, а площадь КСМЕ — четверть площади АКС. 


КорРОЛЛАРИЙ УП 


Далее, так как хорда ЕГ равна и параллельна СМ и вращается вокруг непо- 
движного центра Е, между тем как СМ вращается вокруг подвижного центра С, 
то описываемые ими одновременно поверхности будут равны, т. е. площадь СЕМ будет 
равна сегменту круга ЕГ. Веледствие этого площадь №ЕШ) окажется равной трем 
таким сегментам, а вся площадь ЕАШЕ будет втрое больше полукруга. 


КорОоллАРИЙ УШ 


Когда груз Ю придет в точку В, то вея нить навернетея на периметр 
трохоиды КСЁЕ, а радиус кривизны обратится в нуль. Поэтому трохоида ГАР 
более искривлена в острие ГР, чем какой-бы то ни было круг, и образует е продол- 
женной касательной РВ угол касания бесконечно больший, чем тот, который может 
образовать в прямой линией какой бы то ни было круг 147. 

Однако существуют углы касания, бесконечно большие, чем любые углы, обра-- 
зуемые трохоидой, а также другие углы, еще бесконечно большие, и так далее до 
бесконечности; и все же даже самые большие из них бесконечно меньше, чем прямо-- 
линейный угол. Так, уравнения хх==ау, 243 == уу, 14—03, 28 =04у4 и т. д. опре- 
деляют собой последовательность кривых, из которых каждая следующая образует 
с абсциссой угол касания бесконечно больший, чем те, которые могут образовать. 
с той же абециесой все предыдущие кривые. Углы ‘касания, образуемые первой 
кривой, определяемой уравнением 55 =—= у, того же рода, что круговые; те углы,. 
которые образует вторая кривая 23 = б/у, того же рода, что трохоидные, и хотя 
углы последующих кривых всякий раз бесконечно превосходят углы предыдущих, все. 
же они никогда не могут достигнуть величины прямолинейного угла. 

Таким же образом уравнения х==у, хх =ау, 43 ==0у, 21 =63у и т. д. 0б0- 
значают ряд линий, из которых последующие образуют у своих вершин с абециссами 
углы бесконечно меньшие, чем те, которые образуют предыдущие. Кроме того, между 
углами касания, которые образуются какими-либо двумя из этих родов кривых, можно 
найти еще бесконечное число других углов касания, из которых одни бесконечно 
больше других. й | 

Теперь таким образом ясно, что углы касания одного рода бесконечно больше,. 
чем углы какого-либо другого рода, так как кривая одного рода, как бы велика она 
ни была, не может пройти через точку касания между касательной и кривой другого. 
рода, как бы мала ни была эта последняя. Или же угол касания одного рода по необ- 
ходимоети не может содержать в себе угол касания другого, как целое содержит 
в себе часть. Например, угол касания кривой 1* = су3 или угол, который она образует 
с ее абециесой, по необходимости заключает в себе угол касания кривой 13 ==6уу и 
никогда не может в нем содержаться. Ибо углы, которые могут взаимно превосходить 
друг друга, еуть того же рода, как это происходит с упомянутыми углами трохоиды. 
и кривой, природа которой выражается уравнением 23 == бу. 


МЕТОД ФЛЮКСИЙ И БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ 99 


Отсюда ясно, что в некоторых точках кривые могут быть бесконечно более 
выпрямленными или более искривленными, чем любой круг, хотя и не теряют от того 
формы кривых 142). Впрочем, об этом я упоминаю лишь мимоходом. 


ПРИМЕР У 


Допустим (фиг. 21, табл. УГ), что ЕР есть квадратриса круга, описанного 
из центра А. Опуетив перпендикуляр ДВ на АЁ, положи АВ =, ВО =у, АЕ =1. 
Тогда, как и раньше, 
ху — ууу — злу == ух. 


Напиши 1 вместо хи г вместо у; уравнение тогда превращается в 
де — уу — 5х2 =, 
а отеюда воглаено проблеме Т ты получишь 
гл -- хе — пуу2 — 2гуу — жже — 922% ==у. 


Отсюда же, произведя приведение и снова заменив х через |1 и у через 2, ты най- 


‘дешь, что 
2:гу-- 22х 
_ 1—2 — чу’ 
. 1-|- гг 
Найдя таким образом 2 и г, положи —— = РН и проведи НС, как и выше. 
#8 
Если ты хочешь теперь получить построение, соответствующее этой проблеме 
то найдешь его крайне просто. Проведи перпендикулярно к ОТ линию ОР, пересе- 
кающую АТ в точке Р, и возьми затем 


2АР: АЕ::РТ:СН. 


Действительно 
4) вр 
= (5=и=и-) 7 
" вр 
2) = ЕР —-— ВР 
22 2ВО 
и 2-1 = — АРи Щи ‚ умноженное на гу-- х == ЛЕХ В1’ умноженному 
на — АР=2 13. 
Кроме того РТ Ва т 
117 — ВТ (- 1+ 874 — В14 
и потому 
1-2 _РРХАЕХ ВТ ти 
Е: —2Врх АР 
Наконец,  "ТХ АЕ 
ВТ: ВЬ:: РН: Не=-б р 


| 
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Отрицательное значение указывает здесь лишь на то, что СНЫ следует брать 
с той же стороны от ОН, что АВ. 

Таким же образом можно с помощью весьма кратких выкладок определять 
кривизну спиралей и каких-либо других кривых. 

Этот метод может быть приспособлен к определению кривизны без предвари- 
тельного приведения и тогда, когда кривые отнесены к прямым каким-либо другим 
образом (подобно тому, как мы поступали при проведении касательных). Но так как 
все как геометрические, так и механические кривые (в особенности, если, как мы 
покажем ниже, определяющие их условия выражены через бесконечные уравнения) 
могут быть отнесены к перпендикулярным ординатам, то я думаю, что об этом вопросе 
сказано уже достаточно. 

Всякий, кто пожелает большего, сможет самостоятельно восполнить сказанное, 
особенно после того, как я, для лучшего пояснения этого предмета, присоединю еще 
метод, относящийся к спиралям. 

Допустим (фиг. 22, табл. УТ), что ВК есть круг, А--его центр, В — данная 
точка на его окружности. Пусть АО есть какая-нибудь спираль, РС — нормаль 
к ней, а С пусть будет центром кривизны в точке 0. Проведи прямую АБК, 
параллельную и равную ей СС и наверху восстанови перпендикуляр СЁ, пересе- 
кающий СО в Е. Положи АВ или АК =1= Са, ВК ==х, Ар=уи СЕ==.. 

Предетавь себе теперь, что точка ДР продвинулась по спирали на бесконечно 
малый отрезок Да, через 4 проведи радиуе АА, а через С прямую С9, равную 
и параллельную радиусу 4; проведи также 9/ перпендикулярно к 9С. Прямая, 
соединяющая С и @, пересекает в Ги СОРвР. Продолжи СЕ до © так, чтобы 
С ф = 9Г, и проведи 4е перпендикулярно к АК и продолжи ее до пересечения с СД в [. 
Одновременно порожденными моментами ВА, АЛ и Со тогда будут КЁ, Ое, Ех, которые 


я поэтому обозначу через ох, оу и 0-2. 


Далее, 
АК : Ае(АБ):: ВЕ: 4е = оу, 


причем я беру, как раньше, х = 1. 


Равным образом 
са: аР::ае:еВ =оу2 
и поэтому 
уг = у 114). 
Далее, 
ЧЕ: СЕ: : а: ар =оух СЕ: : Ба: 41 =оух СЕЧ. 


Вроме того, так как угол РСОо (равный углу @С9) равен углу РАа, а угол СРо 
{равный углу СаГ, т. е. равный сумме углов еар и прямого), равен углу АДА, то 
треугольники СРо и АДА подобны, вследствие чего 


Ар:Рра:: СР(СЕ): Ро =оЖ СЕ. 
Если отеюда отнять Ро, то останется 


ЕР =о хх СЕа—ох 2. 
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Наконец, опустив перпендикуляр СН на АД, имеем: 


ух СЁ 
СЕ4 — 


Подставляя 1--22 вместо СР, ты найдешь, что 


РН 9 1.5), 
1-- 22—2- 

Здесь следует заметить, что в такого рода вычислениях я принимаю равными 
величины, отношение которых (как, например, АЛ и Ае) лишь бесконечно мало отли- 
чается от отношения равенетва. 

Отсюда вытекает следующее правило. Если ты имеешь уравнение, выражающее 
зависимость между хи у, то отыщи (согласно проблеме Г) зависимость между флюк- 
сиями хит и положи 1 вместо хи уг вместо у. Затем из найденного таким образом 
уравнения снова найди (согласно проблеме Г) зависимость между т, И, ил, причем 
вместо х опять напиши 1. Первый результат даст поеле надлежащего приведения 9 
и г, а второй г. Зная их, возьми 

РН 992 _ 
1-- гг — 2 
и проведи перпендикуляр НС, ветречающий ШОС, нормаль, предварительно построенную 
к спирали, в точке С. Точка С будет центром кривизны. Или же (что сводится 
к тому же) возьми СН: НО::2:1 и проведи СР. 


РР:аГ::Са:еН или НО = 


ПРИМЕР | 


Допустим, что дано уравнение а —= у (соответствующее архимедовой спирали). 
Тогда (согласно проблеме Г) ах=у или (ставя 1 вместо 2, а уг вместо у) а= уг. 


Отсюда в свою очередь (согласно проблеме Т) получается 0 ==2у-Р уг. Поэтому, если 
на спирали задана какая-либо точка ) и вместе с тем дана длина прямой АД 


а 2 ` а „ 
или 1), то будут даны и 2= — из=|.— —^ или —\: Зная их, возьми 
1 22— 2:1 22:: Ар (у): РН 
2:: ОН: НС. 


Отсюда непосредственно вытекает следующее построение. Проведи АБ до ® 
так, чтобы АБ относилось в дуге БК, как дуга ВК к ВО, (и возьми 


АВ- АО: АО:: АР: ЬН::а: НО 19. 
ПРИМЕР П 


Если бы уравнение, определяющее отношение, существующее между ВК и АРХ, 
было атх == 3, то (согласно проблеме Г) ты получил бы, что 


Захх = 3у9уу, или Зах == 34/32, 
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а отсюда в свою очередь 
Зал = 332 -- 9гууу. 
Таким образом 
Зах и 2— 2а — 92гу3 
31/8 вв“ 


Определив эти величины, возьми 
1-+22—2:1--22:: АР:ОН. 
Или же, приводя действие к лучшему виду, возьми 


95% —- 10:92 --4:: АД: БН. 


ПРИМЕР Ш 
Точно так же, если бы зависимость между ВК и АД определялась уравнением 


ахх — бху = 53, 
ты нашел бы 
2ах—6у _ ел 2а — 262у — 6ггху — 9223 
ху 38° = рху -- 33 


Отеюда определяются, как выше, ДН и затем точка С. 

Таким же образом легко определяется кривизна любых других спиралей или же 
по образцу тех правил, которые мы привели до сих пор, находятся правила для 
любых других родов кривых. 

Теперь мы покончили с этой проблемой. Но так как мы употребили здесь метод, 
довольно отличный от обычных методов, и так как сама проблема принадлежит к чиелу 
тех, с которыми геометры встречаются не очень чаето, то я считаю не лишним 
привести для пояснения и подтверждения данного решения образец другого приема, 
который более прост и менее отличен от обычного метода проведения касательных. 

Вообразим себе круг (фиг. 23, табл. УГ), описанный из некоторого центра 
каким-либо радиусом так, что он пересекает кривую в нескольких точках. Если пред- 
ставить себе, что этот круг стягивается или расширяется до тех пор, пока две точки 
пересечения не совпадут в одну, то он коснется кривой в этой точке. Если мы пред- 
положим далее, что его центр будет приближаться к точке касания или удаляться 
от нее до тех пор, пока третья ‘точка пересечения не совпадет с первыми в точке 
касания, то получившийся круг будет искривлен так же, как кривая в этой точке 
касания. Я это отметил уже в последнем из пяти вышеприведенных свойств центра 
кривизны, каждое из которых, как я утверждал, открывает путьк своеобразному епо- 
собу решения проблемы. 

В соответетвии © этим (фиг. 23) из центра С радиусом СР опишем круг, пере- 
секающий кривую в точках 4, 0 и 5, и на абециесу АВ опуетим перпендикуляры 46, 
ОВ, 88 и СЕ. Ноложи АВ =, Вр==у, АР==и, ЕС == и СР.== в. Тогда ВЕ =и —х 
и ВО-- ЕС =у-ЕЕ Сумма их квадратов равна квадрату ШОС, т. е. 


и — 2их -- хх чу РН == 55. 


= 2. 
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Для сокращения этого выражения положи 
ии РН — 5$ =04 
{знак 4 я беру произвольно); тогда вышеприведенное уравнение будет 


хх —2их -- уу -- у 499 =0. 
Поеле определения $, хи 94 ты получишь, что 
5=У ми — 94. 

Допустим теперь, что дано какое-либо уравнение, определяющее кривую, у кото- 
рой требуется найти кривизну. С помощью этого уравнения ты сможешь по своему 
выбору исключить одну из величин хи 1, причем получится уравнение, корни кото- 
рого (46, ПБ, 6В ит. д., если исключить т, и 46, АВ, АВ ит. д., если исключить у) соответ- 
ствуют точкам пересечения, 4, Г), 8, и т. д. Когда три корня становятся равными, круг 
касается кривой и кроме того имеет ту же степень кривизны, что и кривая в точке 
касания. Как показал Лекарт, три корня можно сделать равными, сравнивая это 
уравнение с некоторым другим, имеющим ту же степень и три одинаковых корня. 
Но это можно сделать быстрее, если дважды помножить его члены на некоторую 
эрифметическую прогрессию. 

ПРИМЕР 1У 


Допустим, что дано уравнение ах = уу (воответствующее параболе). Исключив х 

т. е. положив в вышеприведенном уравнении вместо х его выражение 9 ты полу- 

чишь другое, написанное здесь ниже уравнение, три корня которого у следует сделать 

равными. Для выполнения этого я дважды умножаю его члены на какую-либо арифме- 
тическую прогрессию, как ты это видишь здесь: 


4 
М Иуу--и--ч=0 


аа 
уу 
4 х 2 1 0 
3 ж 1 0 —1. 
Отеюда я вывожу, что 
12“ 


44 
ми ЗУ у =0 


ИЛИ 
8 1 
а Га“ 


1 
откуда легко получается, что ВЕ == 2% -- > @, как и раньше. 


Таким образом, если на параболе дана какая-либо точка р, то проведи 
к кривой нормаль ОР, возьми на оси РЕ —2АВ и восстанови к АГ перпендику- 
ляр ЕС; ЕС ветретит ОР в С, и точка С будет искомым центром кривизны. 

Точно так же можно поступить для эллинса и гиперболы, но только выкладки 
будут довольно сложными и для других кривых они вообще очень утомительны. 
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О вопросах, имеющих некоторое родство с предыдущей проблемой 


Из решения предыдущей проблемы можно извлечь решение некоторых других, 
как например: 

1 

Найти точку, в которой кривая имеет данную степень кривизны. 

Допустим, например, что требуется найти на параболе ах = уу точку, в которой 
радиус кривизны будет данной длины Г. Найдя, как выше, центр кривизны, ты опре- 
а--4т 

24а 
быть равен [; поэтому после приведения получится, что 


аи ор 
4 16 ''° 
п 


Найти точку прямизны. 

Я называю точкой прямизны ту точку, в которой радиус кривизны бесконечен. 
или для которой центр кривизны находится на бесконечном расстоянии, как это имеет 
место в вершине параболы 035 =“. Эта точка по большей части являетея границей. 
противоположных изгибов, способ определения которой мы уже изложили выше. Другой. 
способ ее определения, довольно изящный, можно вывести на основе настоящей 
проблемы. 

Именно, чем больше радиус кривизны (фиг. 19, табл. У), тем меньше угол ОСа и 
вместе с тем момент 5[; вместе с ним уменьшается флюксия величины 2, & когда радиус 
будет бесконечен, она совершенно исчезает. Поэтому найди флюксию 2 и положи ее 
равной нулю 147). 

Допустим, что ты хочешь найти границу противоположных изгибов в. параболе. 
второго рода, с помощью которой Декарт строит уравнения шестой степени. Уравнение 
этой кривой есть 


делишь радиус, который ты найдешь равным х УИаа-- 4х. Но он должен 


23 — 6х — сах -- 5е4-- аху = 0. 
Отеюда (согласно проблеме Г) получаетея, что | 
Заз — 96 тд — сах -Р дух -- 42 =0. 
Это уравнение (после замены д через 1, у через =) обращается в 
3хх — 265 —са--ау-- але =0, 
ткуда в свою очередь (согласно проблеме Г) получается 
бед — 2% -- ау-- аг-- ахг == 0. | 


Полагая здесь снова 1 вместо хи г вместо у и 0 вместо 2, ты будешь иметь 
6х — 26 --- 242 = 0. 
Поставь в уравнение 
Зах — 26% —вса-- ау-г 4х2 =0 
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вместо 4г его значение $ — 3х, и ты найдешь, что 


— 6х —са-- дау=о 


или 
уже. 

Если подставить это значение вместо у в уравнение кривой, то получится 
28 6еа —0, 


откуда и определяется граница противоположных изгибов. 

Таким же образом можно определять точки прямизны и в том случае, когда. 
они не находятся между противоположно изогнутыми частями кривой. Допустим, что. 
природа кривой выражается уравнением 

2“ — 4413 -- баахх — 63у =0. 
Отсюда (согласно проблеме Г) ты получишь, что 
423 — 12ахх-|- 12 вах — 632 == 0, 
а отсюда в свою очередь , 
125% — 2405 -|- 12а — 632 ==0. 


Теперь я полагаю 2—0 и посредетвом приведения вывожу, что х==а. Отложив: 
поэтому АВ==а (фиг. 24, табл. УГ), я восстанавливаю перпендикуляр БО, который 
встречает кривую в точке прямизны 0), что и требовалось. | 


Ш 
Найти точку десконечной кривизны. 


Найди радиус кривизны и положи его равным нулю. Так, у параболы второго- 
рода, уравнение которой 13 = ауу, радиус есть 


4а-- 9х 
ба 


что и обращается в нуль, когда х=0. 


Ср = х У4ах-— 9х, 


ТУ 

Определить точку наибольшей или наименьшей кривизны. 

В этих точках радиус кривизны становитея наибольшим или наименьшим.. 
Поэтому центр кривизны в этот момент времени не приближается и не удаляется от 
точки касания, но остается совершенно неподвижно на месте. 

Поэтому (фиг. 25, табл. УГ) найди флюксию радиуса СР или, что короче, одной 
из линий ВН и АК и положи ее равной нулю 148). 

Допуетим, например, что соответствующая задача относится к параболе второго 
рода 43 = вау. Прежде всего определи центр кривизны. При этом ты найдешь, что 


он 9“ Эа 
и поэтому ВН в +1529 
— 6х 
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( 5 
‚Положи ВН =, так что с 5 = тогда (согласно проблеме Г) 


ори, 


бух 


Теперь положи и или флюксию ВН равной нулю и затем (ввиду того что, по пред- 
положению 43 = вау и, значит, соглаено проблеме [, Затх = аа) == Зах, если положить 


д = 1) вмеето й подставь 


х 
‚ ты получишь тогда, что 4514 —= ай. Поэтому отложи 


(4 
“/] _ 1 
— —_ — 45 “, 
АВ —=ажЖ 


восстановленный в В перпендикуляр ВО ветретит кривую в точке с наибольшей 
кривизной. Или, что то же, возьми 


АВ: ВО::3УБ:1. 


Точно так же можно найти, что (фиг. 26, табл. УГ) гипербола второго рода, предста- 
вляемая уравнением хуу = аз, наиболее изогнута в точках Л и 4, которые ты опре- 


делишь, взяв абециесу АО =1, восстановив перпендикуляр ОР= У 5 и, е другой сто- 
роны, равный ему перпендикуляр Ор и, наконец, проведя АР и Ар. Построенные 
таким образом прямые пересекут кривую в искомых точках ЛД и 4. 


у 


Определить геометрическое место центров кривизны или описать кривую, на 
#07т0рой всегда находится этот центр. 

Выше мы доказали, что центр кривизны трохоиды всегда находится на другой 
трохоиде. Точно так же центр кривизны параболы находится на другой параболе, но 
‘только второго рода, определяемой уравнением @хх==у3, что тебе легко покажет 
вычисление. | 

УТ 

При падении света на какую-либо кривую наити фокусы кривой иль точку 
с1ода лучей, преломленных всеми ее точками. 

Найди кривизну кривой в данной точке и опиши круг с центром и радиусом 
кривизны. Затем найди точку схода лучей, преломленных этим кругом около этой 
точки. В этой же точке сойдутся лучи, преломленные данной кривой. 

Можно еще присоединить особый метод определения кривизны в вершинах 
кривых, в которых они пересекают абециссы под прямыми углами. Именно, точка, в кото- 
рой нормаль в кривой пересекает в конце концов абециссу, есть ее центр кривизны. По- 
этому если дана зависимость между абсциссой х и ординатой у, образующими между 


собой прямой угол, а вместе с тем (согласно проблеме Г) зависимость между флюксиями 2 


и У, то значение уу, после того как ты в нем положишь 1 вместо хи 0 вместо у, 
даст радиус кривизны 149). 
Так, для эллипса а 
ад — -- 22 == уу 
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имеет место 
ах [91 р —) . 
9 Ь — у, 


и это значение уу (если положить у==0 и, еледовательно, х ==6) по подстановке 1 


® 1 ® 
вместо х даст для радиуса кривизны значение а. Таким же образом ты найдешь, 


что радиус кривизны в вершинах гиперболы и параболы всегда равен поперечной 
‘стороне. 
Аналогично, в конхоиде, определяемой уравнением 


се ‚/ 26ее -- сс 
хх х — 65 


— 265 — хх =уу 


значение уу (найденное согласно проблеме Г) будет 


Положив в нем у=0. и поэтому х=--с или — 6, ты получишь дяя радиуса кри- 
ВИЗНЫ ^^ ИЛИ Тв -о. 
Возьми поэтому (фиг. 6, табл. Ш) 
АЕ: ЕС:: ЕС: ЕС 
Ае:еа::е( : ес; 
точки Сис будут центрами кривизны в вершинах Е и е сопряженных конхоид. 


ПРОБЛЕМА УТ 


Определить качество кривизны в данной точке какой-либо кривой. 

Под качеством зривизны я разумею ее форму, а именно ее бблыпую или мень- 
шую неравномерность, или большее или меньшее различие в различных частях кривой. 
"Так, если спросить: каково качество кривизны у окружности, то я отвечу, что она 
равномерна или неизменна. Равным образом, если спросят о качестве кривизны 
спирали, которая (фиг. 22, табл. УГ) описываетея точкой 0), ускоренно движущейся 
по АР исходя из А, в то время как АК равномерно вращается вокруг центра 4, 
причем скорость точки 0) возрастает так, что прямая АГ относится к дуге ВК, 
описанной из данной точки ВБ, как число к своему логарифму, если, говорю я, спро- 
сят о качестве кривизны такой спирали, то следует ответить, что она равномерно 
изменчива или равномерно неравномерна. Про другие кривые можно также сказать, что 
они в различных точках неравномерно неравномерны в соответствии с изменчивостью их 
кривизны. 

Таким образом ставится вопрос о неравномерности или изменчивости кривизны 
в отдельных точках кривой. Относительно этого я замечу: 


| 


Что там, где кривые подобны, они имеют в подобно расположенных точках 
подобную неравномерность или изменчивость кривизны. 
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П 


Что моменты радиусов кривизны в этих точках пропорциональны одновременно 
порожденным моментам кривых, а флюксии пропорциональны флюксиям. 


Ш 


Что поэтому там, где флюкеии не пропорциональны, там нет подобия в неравно- 
мерности кривизны. 

Неравномерность тем больше, чем больше отношение флюксии радиуса кри- 
визны к флюксии кривой. Поэтому это отношение флюкеий можно с достаточным 
основанием считать пожазателем неравномерности, или изменчивости кривизны. 

Проведем (фиг. 19, табл. У) в бесконечно близких точках О и 4 кривой АПа 
радиусы кривизны ОСи 46; если Да будет моментом кривой, то Сс будет одновременно 


Сс 
порожденным моментом радиуса кривизны, а а показателем неравномерности кри- 
визны. Действительно, можно сказать, что эта неравномерность тем больше, чем 


больше величина отношения или же что она тем больше отличается от рав- 


Сс 
‘ра’ 
номерной кривизны круга. 

Опустив перпендикулярные ординаты 2.В и 4 на прямую АБ, пересекающую 
РО в Р, положи АВ=л, Вр==у, ОР=ь ОС =и, тогда Вф = ор и 06 =04 и 
ВО: ОР:: ВЫ: ра * 159 


у 


Се и ум 


ра в | 


э 


если положить 1 =1. 

Когда зависимость между хи у представляется каким-нибудь уравнением, можно. 
(согласно проблемам ТУ и У) найти нормаль ОР или $, радиус кривизны % и (воглаено 
проблеме Г) его флюксию и, и значит будет известен показатель неравномерности 


кривизны > 151), 162). 
ПРИМЕР [ 

Допустим, что дано уравнение параболы 2а5 == уу. Тогда (еогласно проблеме 1У} 

ВР==а и, следовательно, ДР == Ува чу —{. Далее (согласно проблеме У), 
ВК =а-- 2х; ВР: РО:: ВЕ : РС = м 153), 
Уравнения 
2ах = уу, аа-уу=Н и м 

дают (согласно проблеме Г) 


ТР о -РоН 
2ах==24у; Зуу== 21; Е 
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Произведи в них приведение и вместо х напиши 1. Тогда ты найдепть, что 


( . (#9 ) ( . -Ё 2-9 
— | = | И =, 
{7 $ (1 


Определив таким образом 3}, ти +’ ТЫ ПОЛУЧИШЬ показатель неравномерности 
Уи 
кривизны р. 


Еели ты примешь численные значения а=1 или Эх==уу и х= 5. 
то у=(У 2х =)1; = (“= # = (Ива Г уу=)И 2; ‚= (+= уж 
(инея = уз. 


Уи 


Поэтому —— =3, что и предотавляет собой числовое значение показателя неравно- 
мерности. 
Е 1 —. п 
сли же ты возьмешь 2 ==2, тоу==9, у=-., 1= 5, Ё= 5) = У5. 


Поэтому показатель неравномерности будет (м -) 6. 


Таким образом неравномерность кривизны параболы в точке, в которой орди- 
ната, проведенная перпендикулярно к оси, равна поперечной стороне, вдвое больше нерз- 
вномерности кривизны той же кривой в точке, в которой ордината, проведенная как и 
выше, равна половине поперечной стороны; т. е. кривизна в первой точке вдвое 
больше отличается от кривизны круга, чем кривизна во второй точке. 


ПрРимЕР П 


Пусть дано уравнение 245 — 0 хх == уу; тогда (соглаено проблеме ПУ) а — 55 = ВР 
и поэтому 


И = аа — 2афх -- 66хх -- уу = аа — буу-Р уу. 


Далее (согласно проблеме У), 


— ии, 
НУ, 
если вместо уу —буу ты здесь положишь НЙ — да, то получипть, что 
И 
ВН=-^. 
( 


3 
ВР: БР:: РН: = и 
ай 


3 
и (согласно проблеме Т) уравнения 205 — 05х = уу, аа —фуу--уу=Н и => — 4 
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о . . Ш . 
дают 4 — 65 =, уу — бУу=Ни а =. Поэтому известно и, а значит и показа- 


уч 
тель неравномерности кривизны ——. 


| 
Гак, если для эллипса 2х — 3хх = уу, у которого а=1 иб=3, взять 5 = 5» 


1 . 1 . — . т у 
то у=э, у == — 1, ‘5, = У 2 И 3] изначит 9; эта 


дробь и выражает показатель неравномерности кривизны. Отсюда ясно, что неравномер- 
ность кривизны эллипса в указанной точке вдвое меньше (или вдвое более подобна 
кривизне круга), чем кривизна параболы в точке, в которой ордината, опущенная на 
осъ, равна поперечной стороне. 

Если сравнить выводы, полученные в этих примерах, то ты усмотришь, что 


и) и 


для параболы 2ах == уу показатель неравномерности есть (= 4» ДЛЯ Эллиса 


2ах — бхх = уу он есть (Е = = Х ВР и значит, по аналогии, для гиперболы 


Зу-- 35 
2ах- В хх=уу показатель будет (#* =) х ВР. 


Отеюда ясно, что в различных точках какого-либо рассматриваемого отдельно 
конического сечения, неравномерность кривизны пропорциональна прямоугольнику 
ВХ ВР, а что в различных точках параболы она пропорциональна ординате БО. 


Так как парабола есть простейшая из неравномерно искривленных фигур и 


так как неравномерность ее кривизны определяется легко (2 именно показатель 


ордината 
попер. стор. 


кривых с кривизной параболы. 
Допустим, что требуется найти кривизну эллипса 25 — 325 ==уу в той точке 


последней равен 6 Х ). то естественно сравнивать кривизну других 


его периферии, которая определяется значением 2==--. Так как показатель его кри- 


2 


3 
визны есть, как мы уже нашли, --, то можно ответить, что кривизна эта подобна 
кривизне параболы 65==уу в той точке, в которой проведенная от нее перпенди- 


3 
кулярно к оси ордината равна -.. 


Аналогично, так как флюксия спирали АДЕ (фиг. 15, табл. У) находится Е флюк- 


сии хорды АД в некотором данном отношении, например, в отношении фк е, то проведи 


ИИ х АР. Тогда Р 
4 6 


нерпендикулярно к АЛ и в сторону вогнутости кривой АР= у 


е 
У аа—-ее 
Ноэтому спираль повсюду имеет кривизну, по неравномерности подобную кривизне 


показателем ее неравномерности !5%. 


АР 
будет центром кривизныйи —Г р Или 
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параболы 6х==уу в той точке, в которой проведенная перпендикулярно к оси 


е 
ордината равна величине —————. 

У 44—ее 

Точно так же (фиг. 20, табл. УГ) показатель неравномерности кривизны трохоиды 


© АВ ® 
в точке ) мы найдем равным РТ. Следовательно, ее кривизна в этой точке Г) также-. 


неравномерна или в той же степени отличается от кривизны круга, что и кривизна какой- 
.. _ АБВ 
либо параболы ах ==уу в точке, в которой ордината есть ХВГ: 

Я думаю, что емыел проблемы разъяснен этими соображениями в достаточной 
мере; всякий, кто хорошо понял ее, сможет, основываясь на изложенном выше мате- 
риале, сам дать достаточное число примеров и изыскать в случае необходимости 
приемы действия, отличающиеся от этих. И для него будет либо не очень трудным, 
либо проето легким (если только его не оттолкнут докучливые и утомительные выкладки) 
решение аналогичных проблем, вроде следующих: 


| 


Найти на какой-либо кривой точку, в которой неравномерность кривизны 
есть нуль или десконечность, или является наидольшей или наименьшей, 155) 156). 

Так, например, неравномерность кривизны равна нулю в вершинах конических 
сечений, бесконечна — в остриях трохоид, и она наибольшая — в тех точках эллипеа, 
в которых прямоугольник ВДОХ ВР ееть наибольший, т. е. в которых эллипс пересе- 
кается диагоналями описанного около него параллелограма, стороны которого касаются 
кривой в главных вершинах. 


П 


Определить кривую некоторого определенного вида, например, коническое сече- 
ние, в хотором кривизна в данной точке равна и пододна кривизне в данной точке 
какой-либо другой кривой. 

Ш 

Определить коническое сечение, в любой точие которого кривизна и положение 
касательной (относительно оси) подобны кривизне и положению касательной в дан-. 
ной точке какой-либо другой вривой. 

Значение этой проблемы заключается в том, что на основании ее вместо 
эллипсов второго рода, свойства которых, связанные с преломлением света, были 
объяснены Декартом в его „Геометрии“, можно употреблять конические сечения, 
_ дающие почти совершенно то же самое. И то же самое относится и к другим кривым. 


ПРОБЛЕМА УП 

Найти сколько угодно кривых, площади которых можно представить с помощью 
конечного уравнения. 

Пусть АВ (фиг. 27, табл. УП) есть абецисса кривой, в вершине которой А вос- 
становлен перпендикуляр АС ==1; затем проведем СЁ параллельно АВ. Кроме того, 
пусть ВО есть приложенная под прямым углом ордината, которая встречает прямую СЕ 
в Е и кривую АД в Ш. Представь себе, что площади АСЕВ и АБВ порождаются 
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движением прямых ЕБ и ВО, пробегающих прямую АВ. Тогда приращения этих 
площадей или же их флюксии будут всегда в том же отношении, что и описывающие 
их линии ЁВ и ВО. Возьми поэтому параллелограм АСЕВ или АВЖ1=х и 0060- 
знать плошаль кривой АДВ через г. Флюксии хи 2 будут в том же отношении, 
что ВЕ и ВР, так что, если ты положишь х==1 == ЕВ, то 2= ВД. 

Взяв теперь произвольное уравнение, определяющее зависимость между .х и 2, 


ты из него (согласно проблеме Г) найдешь 2; таким образом получатся два уравнения, 
из которых второе определит кривую, а первое ее площаль 157) 158). 


ПримекРы 


Пусть хх ==г; отеюда (соглаено проблеме Г) 25==г или (так как 2 =1) 


Эх =2. 
73 
Пусть — —=2; отеюда следует, что 


НЯ . > 
—г, что представляет собой урав- 


нение параболы. 
1 3 


1 
5 = 3 
Пуеть 423 =2е или а? 4х? = г; отсюда еледует, что 5 @ 


д? ==2 ИЛИ 
1 2 ==22, что есть также уравнение параболы. 


6—2 3—1 —2 . . 
Пусть а’ “ ==г2е или @х ‘==2; отеюда следует, что—ах °==г или @ -| д52=0. 


Отрицательное значение 2 означает здесь лишь то, что ВО следует взять с проти- 
воположной стороны относительно ВЕ. 


Точно так же если ты возьмешь 4066 -—- ссхх ==г2, то выведешь, что 26сх == га, 


, ст 
откуда по исключении 2 наидешь, что ————— —2. 
У да - ха 
да д;.Х — —— 43 
Или же, взяв ыы Ува-- тх==, положи ИУ даа-Р ах == и, тогда 5 =, 
| Зи . . 
а отсюда (согласно проблеме Т) т 22. Уравнение аи-- хх = ии дает 2х = 24, 


„с помощью чего ты исключишь % и найдешь, что 


т Уса ии 


о . 
Если, наконец, ты возьмешь 8 — 352 -- = 2==2г, то получишь — 32 — 3х2 -- 


= 2== 222, Сперва следует из взятого уравнения найти площадь 2, а затем 


из получающегося уравнения ординалт 2. 


Таким образом по площадям, каковы бы они ни были, всегда можно определить 
ординаты, которым соответствуют эти площали. 
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ПРОБЛЕМА УШ 

Найти сколько угодно кривых, площади которых связаны с площадью вакой- 
либо данной кривой зависимостью, выразюаемой конечным уравнением. 

Пуеть данная кривая (фиг. 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, табл. УП) есть РОН, а иско- 
мая кривая 9Е1. Представь себе, что их ординаты ВО и ЕС движутся, оставаясь пер- 
пендикулярными к их абециесам или основаниям АВ и` АС. Тогда приращения или 
флюксии описываемых таким образом площадей будут находиться в том же отно- 
шении, что и ординаты, умноженные на скорости их перемещения, т. е. на флюк- 
сии соответствующих абециес. Положи АВ =х, В/==и, АС=еи СЕ==у, пло- 


щадь АРОВ ==, а площадь АСЁЕС =1. Флюксии этих площадей будут $ и и, 
значит, ит :92::$:& следовалельно, если ты положишь, как раньше, х=1 и и==5, 


(о. {| 
то получится 12 ==1 и, значит, - ==9. 
# 


Таким образом если даны два уравнения, из которых одно выражает зависи- 
мость между площадями 5 и 1, а другое — зависимость между их абециесами т и 2, 


, . .. " 
то найди из этих уравнений (согласно проблеме Г) флюксии # и 2, а затем возьми - =. 
: #8 
ПРИМЕР |] 
Допустим, что данная кривая ЕРЮН есть круг, определяемый уравнением 


ах — хт==щи, и что ищутся другие кривые, площади которых равны площади круга. 


а [ % 
Согласно предположению $ == и поэтому $5 = и у=-=-. Остается еще 


#8 8. 
определить 2, приняв какую-либо зависимость между абециесами хи 2. 
Положим, например, что 45==2г; тогда (согласно проблеме Г) а =22г. Поэтому 


а - Г) 2иг2 
подставляя — вместо г | у =: будет = —. 
22 2 а 


—_— 2 — 222 — 
Но и = (Ух— 2х — ) —Уаа— 22, следовательно уравнение ва У за—г=е=у 
[9 
и есть уравнение кривой, площадь которой равна площади вруга. 
Точно так Же, если положить, что 1х =г, то получится, что 2% ==2, а4 значит, 


и .. 
у = ( -) 5. отсюда, исключив ии <, ты найдешь, что 
х 


22 
. . У С3 —_—____ 
Если СС — 42, то О=дхг2--2 И = У — — (1.2 — СС. 
# 


5 
Равным образом для уравнения ах = будет (согласно проблеме Г) 


< 


я-—- $ == 2, и поэтому и —_ , 
==; 
а--$ а--ц 


это — уравнение механической кривой 159) 160) 161). 


3 Зак. 3296. Ньютон. 
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ПрРимЕР П 


Лопустим, что снова дан круг 0х — хх = ии и требуется найти кривые, пло- 
щади которых находятся е площадью круга в какой-либо другой данной зависимости. 
Так, если ты положишь сх--5=Фи ах==гг, то (еогласно проблеме Г) а и 
а==2гг. Поэтому , , 

{ 262-—- 22$ 


у=- = __—_, 
8 [71 


__ . 22 
после подстановки У ах — хх вместо $ И а вместо д получится, что 


2с2 322 — 
у=— -- ре Ува — гг. 


243 . ии 


Если ты возьмешь $— —=ф и 2==2, то будешь иметь $ — и 
а 
1=2. По этой причине 
$ . 244 и ии 
р: а а 


Лля исключения и возвратись к уравнению ах — хх = ии, которое (соглаено 


. их 
проблеме Г) дает а— 2х =2щи, так что у; если ты исключишь теперь и их, 


подставив их значения |Уах— хх и г, то получишь, что 


у= —— = У а — 22 аг — 22. 
Если бы ты взял 5$5= И ==22, То нашел бы 255 =т и 1==22г и потому 
{ о . 
у —=- ==4552; подставив Уах— хх и 22 вместо $ и х, ты получил бы, что 
я 


у = 4522 Уа — 22, 


что представляет собой уравнение механической кривой. 


ПРИМЕР Ш 


С помощью того же приема можно находить фигуры, которые имеют опреде- 
ленное отношение к какой-либо другой заданной фигуре. Допустим, что дана гипер- 


бола сс-- тх==\ищ; евли ты примешь = и лх==сг, то будешь иметь = и 
® * 1 1 


Е (5 ——_ . > = 
2%==562, так что у == - == 5. ° Теперь подставь У сс -- хх вмеето $ и с?2? вместо х, 
[2 у 


| ——— 
— —— Ис #2. 
у=; Усе 
Точно так же, если ты положишь 2% — $ ={и 2х == сг, то найдешь % [- 2и — $ = 


° ® ® Г | Си 
и 25—62. Нои==$, значит ти ==$ и, следовательно, у = - =—. Лалее, уравнение 
# 
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. сх 
сс -- хх = ии дает (согласно проблеме Г) х==ии, так что у == и’ а это уравнение 


11 
после подетановкя | сс --хх вместо и и с*2? вмеето х, обращается в 


С2 


и ————. 
у 2Ус=2- гг 


ПрРимМЕР [У 


Ееля бы данной фигурой, с. которой сравниваются искомые другие, была 


хх 


циссоида, — и и если бы для определения поеледних ты взял уравнение 


У ах — лх 
Ж о д; ——_—_ С 
5 Уах — ха 5$ = и положил 5 У ах — 1х =1, а флюксию этого й, то имело бы _ 


место уравнение 


|) -- = =} 
Но уравнение 
ал8 — 2% 
9 — йй 
дает 
Затх — 4х — ой, 
и поэтому (по исключении й) 
Зах —4Алхх : 
т р. 
6 Уах — 2х 
Далее, так как 
2 $ 2 я — Аст 
3 3 6 Уах — хх 
то 
ах ; 
2 Уах ах о 


Для определенияги 2 возъми Уаа — ах==2; тогда (согласно проблеме Г) — а=2.22 


. ( 
ИЛИ г=— 5. Веледствие этого 


| #х 2х — —_ 
(= и —_- ==) У аа — 22. 
‚ \2 Удах — та а—х 
Так как это — уравнение круга, то ты имеешь здесь соотношение между площадями 
круга и циссоиды. | 


| 25 1 
Если бы.ты взял —^ ат — хх -- 38 = И 1==г, то и здесь получилось бы 


у =У аа— 22, т. е. опять-таки уравнение круга. 


8* 
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Если бы была дана какая-либо механическая кривая, то тем же способом можно 
было бы найти другие механические кривые, сравниваемые с первой. 

Однако для получения геометрических кривых следует выбрать одну из 
зависящих друг от друга геометрическим образом прямых линий за основание или 
абециесу, а площадь, которая дополняет параллелограм, определять, полагая ее 
флюксию равной абециеее, умноженной на флюксию ординаты. 


ПРИМЕР У 


Допустим (фиг. 20, табл. УГ, что предложена трохоида АШГ. Я отношу ее 
к абециссе АБ и, доетроив параллелограм АВРОа, определяю дополняющую площадь 
АРа, предположив, что она описана движением прямой СЛ и что поэтому ее 


флюксия равна линии С), умноженной на скорость ее движения, т. е. равна х Х и. 
Ввиду того, что АГ параллельна касательной 07, АВ относится к ВГ, как флюкеия 
В.Г, 
ЯВ 
и, значит, х и = ВГ. Следовательно, площадь АДС описывается флюксией 152) ВГ, и 
так как та же флюксия описывает круговую площадь АГВ, то эти площади равны. 

Таким же образом, если представить себе, что АДЕ есть фигура, составленная 
из дуг или из синусов-верзусов, т. е. такая, что ее ордината ВО равна дуге АГ, то 
флюксия дуги АГ будет находиться в том отношении к флюксии абециссы АВ, что 
РГ к ГБ, т. е. 


той же АВ к флюкеии ординаты ВО, т. е., очевидно, как 1 к и. Поэтому и== 


1 


%:1 па: Ув — 2х, 
вследствие чего 
168, 
ЗУ ах —41% 
. ах 
& хи, флюксия площади АД, равна —————-. 
У ах —1х 
ох 
Поэтому, если представить себе, что прямая длины тит приложена 
ах — лх 


как перпендикулярная ордината к какой-либо точке Б прямой АВ, то она будет 
ограничена, некоторой геометрической кривой, площадь которой, прилежащая к абециссе 
АВ, равна площади АДС. 

Таким же путем можно находить геометрические фигуры, равные другим фигу- 
рам, образованным посредетвом приложения (под любым углом) дуг круга, гиперболы 
или какой-либо другой кривой к прямым синусам или к синус-верзусам этих дуг или 
к каким-либо другим прямым, которые можно определить геометрическим образом 16% 165). 

Очень проето обетоит дело у спиралей. А именно (фиг. 36, табл. УПТ) из центра 
вращения А опиши каким-нибудьрадиусом АС дугу Да, пересекающую прямую АР в С, 
а спираль в О. Так как эта дуга в качестве линии, движущейся вдоль абециесы АС, 
описывает площадь спирали АНОс, то флюкесия этой площади относится к флюксии 
прямоугольника 1 ЖХ АС, как дуга @Л к 1. Перпендикуляр СГ, равный этой дуге и 
также движущийся вдоль той же линии АС, опишет площадь 4, равную пло- 
щади спирали А НЛС; при этом кривая 411 будет геометрической. Если, далее, провести 
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хорлу АГ, то окажется, что треугольник АТа—=-- АС Х вр= 5 АСЗСХ СО = 


— сектору АСР. Поэтому дополнительные сегменты Аи АРН также будут равны. 

Это относитея не только к архимедовой спирали (в каком случае 41, есть 
парабола Аполлония), но и ко всякой другой, так что любая из них может быть 
столь же легко превращена в равную геометрическую кривую. 

Я мог бы привести больше образцов построений, разрешающих эту проблему, 
но иприведенных уже достаточно, ибо они носят столь общий характер, что как бызаклю- 
чают в себе как все, что было до сих пор открыто относительно площадей кривых, 
так (думаю я) и все то, что еще можно найти в этой области; вместе с тем все 
это определяется здесь по большей части легче и без обычных хлопот. 

Но главное значение этой и предыдущей проблем состоит в том, что если 
взять конические сечения или какие-либо другие кривые известной величины, то они 
позволяют найти кривые, которые можно сравнить с этими кривыми и определяющие 
уравнения которых можно расположить по порядку в каталоге или таблице. Когда 
такая таблица будет построена, то если потребуется найти площадь какой-либо кривой, 
нужно будет посмотреть, не находится ли определяющее ее уравнение непосредственно 
в этой таблице или же, по крайней мере, не может ли оно быть преобразовано 
в другое, там находящееся; в этом случае площадь будет найдена. Кроме того этот 
каталог или таблица может служить для определения длин кривых, нахождения их 
центров тяжестей, объемов их тел вращения, поверхностей этих тел и всяких других 
текущих величин, порождаемых флюксиями, подобными этим. 


ПРОБЛЕМА 1Х 


Определить площадь какой-либо заданной кривой. 

Решение этой проблемы зависит от определения отношения флюэнт по задан- 
ному отношению флюксий (как в проблеме П). Допустим прежде всего, что (фиг. 27, 
табл. УП) прямая БО, при движении которой описывается искомая площадь АРОВ, 
перемещается под прямым углом вдоль заданной по положению абециесы АВ. Представь 
себе (как раньше), что в то же время линия, равная единице, описывает под АВ 
параллелограм АБЕС. Еели положить, что БЕ есть флюксия этого параллелограма, 
то ВО будет флюксией искомой площади. 


Поэтому. возьми АВ-==х и вместе с тем АВЕС=1Ху=х и ВЕ==4. 


® р21 * 
Обозначь также площаль АРР В == 2, тогда ВО = и вместе с тем =--, так как х==1. 
х 


Следовательно, уравнение, выражающее БЛ, вместе с тем выражает и отношение 
„ 2 

флюксий -, а отсюда (согласно проблеме П, случай Г) можно вывести зависимость 
у 


между флюэнтами {хи г. 
ПРИМЕР [, 


:0е ВД иль г равна хакой-либо простой величине. 


хх 
Пуеть — =2 или => (Уравнение параболы). Отеюда (согласно проблеме П} 
() х 
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3 з 1 
получается => —г. Поэтому площадь параболы 4АРОВ равняетея 57 или АВХ Вр. 


23 
Пусть ча =® (уравнение параболы второго рода); отсюда получается 


4 1 
т. —2 и очевидно, что площадь АРГОБ есть АВ х ВБ. 
аа 
а? 3—2“ 
Пусть д ==2 или ат  =2 (уравнение гиперболы второго рода); отеюда 
3 
получается —@ ‘= или —— —г2. Значит (фиг. 37, табл. УП), прямоугольник 


АВХ ВР равен площади НОВН, распроетраняющейся в бесконечность и лежащей 


за ординатой ВО, на что указывает ее отрицательное значение. 


4 4 


а, ` 
Точно так же, если дано в =, то мы получаем — 


—2. 
2х 


Если предложено уравнение 4х ==2г (которое опять соответствует параболе) 
1 1 1 


3 
— — ® — у, 
Или, что то же, 4? 1? =г, то получаетея г 4? 1? =2, и значит, = АВХ ВР = 
— площади АРОВ. 


$ .. 3 1 
Пуеть = —г2г; тогда --2а? 2? =е или 2АВ Х ВО = АЕБВ. 
5. 
б .. 5 
Пусть = — 22; тогда — == или 2АВХ ВО = НОВН. 
х 9 
3 в 


. 3 
Пусть, наконец, дхх==г; тогда 5 628 = ИЛИ АВХ ВО = АЕБ. 


ПРИМЕР П, 
зде 2 равна сумме простых величин. 
тх . хх 13 
Пусть и -— =. тогла —— == 2. 


03 3 


. Ги) 
Пуеть а-- — =2: тогла ах — —— ==. 
у = =; =2; тогд - 
1 
Пусть а р тогда оз 8 ат 
хх 5. ) И у 
= 


ПРИМЕР Ш, 
где предварительно следует произвести приведение постедством деления. 


ао, . 
Дано $12 —2 (уравнение аполлониевой гиперболы). Продолжающееся ло 


бесконечности деление приводит к уравнению 


. аа аах 0422 дах3з 
в — — ——— — И д. 


| 6 63 р4 
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Отсюда (соглаено проблеме П), как во второй группе примеров, ты получишь, что 


вах аахх аа18 ва224 
а итд. 
Ь 206 36 464 
Дано о; после деления получится 
= 2: 
1-- хх ) ут 
2 —=1— 25-24 — 28 ит. д. 
или также 


. 1 1 1 
тт ПВ ит. д. 


Поэтому (согласно проблеме П) 


аа Тая и т. д. = АРОВ 
3 5 7 
Или 
1 1 1 
= — Рав - 5 и т. д. = НОВН. 
1 3. 
2 2 
Пусть 22 т =. Деление дает 
11 22—32 


1 3 


==24 — 25-4 75° — 1322 342 ит. д. 


с 


Отеюда (согласно проблеме П) | 


ПримеЕР ТУ, 


где предварительно следует произвести приведение посредством извлечения корня. 


Дано 2=У аа -Ё хх (уравнение гиперболы); извлечение корня с бесконечным 


числом членов дает 

. хх 24 78 52.8 
2 — а ит.д. 
"5 за Гтей^ пэл д 


Отсюда, как выше, 


4:8 25 ал 5279 
Ру Чо Г пов обв ®" 


Таким же образом, если бы было предложено уравнение (круга) г = аа— 2х, 
то из него получилось бы 
23 75 7 529 


ба 40 1128 1008 "ПГ 


120 МЕТОД ФЛЮКСИЙ И БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ 


Если бы мы имели г=Ух— ях (опять-таки уравнение круга), то путем извле- 
чения корня получили бы, что 


1 3 5 у 
= 1 - 1 - 1 - 
— т —— 2 2 — 72 
2 = 5-2 52 67° ит. д. 
и поэтому 
3 18 10 3 
— —— 72 -— — 172-72 — — 12 
= 2 Я 82 52° ит.д 


Уравнение г=/ аа--65х— хх (снова уравнение круга) дает по извлечении 
корня 


Отсюда получается, что 
рух 23 рЬ.хз 


дает после должного приведения 


= Бар -- 5-я ит. д. 
1 1 
5 Ч та“ 
1 
— 5 “а 


откуда следует, что 
1 3 
И 31 225 
г = т 1688 и Т. д. 
1 1 


+5“ -[ 50 46 


40 


* Е нвииивяныни». 
Если, наконец, 2 = У аз 23, то путем извлечения кубического корня получится 


. 23 26 559 
2 =@а- 


— р ит. д. 
Заа 9% т 81а8 К 
вследствие чего (согласно проблеме П) 


ЕЕ ИЕ АРВ 
Ро и —— бзав 11658 #1". = 
или также 
== Зах 92 + 8128 А» 
откуда 
1 43 06 503 
= — 5 Г бя бт и Т. д. = НОВН. 
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ПРИМЕР У, 


где предварительно следует произвести приведение посредством решения неяв- 
ного уравнения. 


Если кривая задана уравнением 166) 
23 -- ааг -- але — 248 — 238 =0, 


то, определяя корень, ты найдешь, что 


. д Хх 13123 
2=а— т ба Г 19а“ 


а отеюда с помощью уже часто употреблявшегося приема получишь 


Хх 28 13124 
= — 5 Тод Га04ва "Л 


Если бы уравнение кривой было 
28 — саг — же — све -- 223 -+ с3 =0, 


то решение дало бы три различных корня, а иценно или 


® 8 
— Я; — — ——— . . 
е=е-[ 46 Г 3эж И. Х, 


ИЛИ 

. Зтх 1523 

в =—=с-—х — и т. 
-- 4С 3966 т. 

или, наконец, 

. 7х 23 255 

дем ИТ 

9 2 сс + 4с4 п 


Отсюда получаются значения трех соответствующих площадей, а именно 


1 23 14 
= 5 22 — 0, Роз и т. д. 
ИЛИ : 
1 у 524 
= 61 — 5 Г — 10 И Т. Д., 
или, наконец, 
РИ ВИ ВЫ ит. д 
66 86 2464 7” 


Я ничего здесь не прибавляю о механических кривых, так как дальше изложеев 


метод приведения их к форме геометрических кривых ‘”.. 
Так как найденные здесь значения 2 соответствуют площадям, которые при- 
легают иногда к конечной части абециссы АВ, иногда к части ВН, бесконечно про- 


долженной в направлении к Н, иногда, в соответствии с различными членами, к обеим 
таким частям, то для получения должного значения площади, прилежащей к некото-- 
рой части абсциссы, эту площадь всегда следует брать равной разности значений 2, 
соответствующих частям абсцисс, ограниченным началом и концом площади. 
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1 * 168 


хх , 


Например, кривая (фиг. 37, табл. УП, выражаемая уравнением 
имеет (как уже найдено) площадь 
1 1 
—1 — -—— 23—— 26 ит. д. 
2 5 2 -- Е д 
Для определения величины площади 64)В, прилежащей к части абециесы 


ФВ, я из значения 2, которое получается при АВ==Х, вычитаю значение г при 
А =; в качестве значения площади БарВ оетаетея 


1 1 1 1 
Хх Г.Х ит. д. 2 2 И Т. Д. 


Отсюда ясно что если 4Ь или х положить равным нулю, то величина всей 
1 1 
площади АРОВ будет Хх Х5 и т. д. 


Для этой же кривой было найдено также, что 


1,1 1 169) 
= — зв ит. д. ^. 


Отсюда, согласно сказанному, в свою очередь получается, что 


1 


5Х5 ИТ. Д. 


1 1 1 1 1 
арВ = — — + —— Т.Д. 
площадь БА)В = в -- 5 ИТД у -- Е 
Поэтому, если положить АВ или Х бесконечным, то прилежащая площадь 
ФаН, продолженная в направлении к Н и также простирающаяся до бесконечности, 
будет равна 


В самом деле, второй ряд 
1 1 1 
—Х Ра ре итх 


исчезнет в силу бесконечности знаменателей. 
Для кривой, определенной уравнением 


аз. 
а, — = 
= , 
мы находим, что 

28 
а —= ал — —— 

д; 

Это показывает, что 
(3 03 
площадь варВ = а Х— хм -- —. 


Площадь становится бесконечной, когда х полагается равным нулю или Х бесконеч- 
ным. Поэтому каждая из площадей АРОВ и ФАН бесконечна, и определять здесь 
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можно только промежуточные части, как барРВ. То же самое происходит всегда, 
когда абециеса х находится как в чиелителях одних членов выражения 2, так и в зна- 
менателях других. Но когда х находится только в их числителях, как в пер- 
вом примере, то значение г соответетвует площади, прилежащей к АВ е 
одной стороны ординаты. Когда же х имеется только в знаменателях, как во втором 
примере, то значение это, после изменения знаков всех членов, соответствует всей 
площади, бесконечно продолженной в сторону за ординатой. 

Если кривая (фиг. 33, табл. УП) пересекает абсциссу где-либо между точками 6 и В, 
например, в точке Е, то вместо площади ты получишь разность (АЕ — ВЛЕ) пло- 
щадей, расположенных по разные стороны абециссы. Прибавив к этой разности 


прямоугольник ВОО, ты получишь площадь аЕРСа 170). 

Здесь особенно важно заметить, что когда в выражении 2 некоторые члены 
поделены на х в первой лишь степени, то площади, соответствующие этим 
членам, принадлежат коническим гиперболам и поэтому должны быть отдельно 
представлены через них в виде бесконечных рядов, как ты увидишь из нижеследлующего. 

Допустим, что уравнение кривой есть д — ват —2. 
аж-- хх 


Деление дает: 


. аа 2тх 23 
———2 В . д. 
7 д ат 2 | аа, ит. д 
‘Отсюда 
аа, 253 4 
2 — > — 2-2 — ру И т. Д 
Поэтому площадь 
Ги 2 Хз 
=| — | —2 ——— . Д. 
рарБ х ах -- хх а. итд 


аа 2.3 24 
—| — ах — ди —— т. д. 
И —- ит - За аа и т 


чина. 


аа аа 
Знаки — | и |-х | выражают здесь малые площади, соответствующие 


членам са И а 
д. Х‘` 


аа, аа, 
Для определения > ге я полагаю 46 или х определенно ЬВ 


неопределенной или текущей линией, й обозначаю поэтому последнюю через у; таким 


образом есть величина, равная площади гиперболы, прилежащей к ОВ, 


аа 
ту 
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Делением я нахожу, что 


ЖЕ  оыыыыыыир ОБИ сони 


[7/1 (7) и и уу 4043 


ит. д. 
ру х 2 ^ 
и поэтому 
аа (о [71 вау _ аи 403 аси 
— | или | — |—! — |= —— — и т. 
ху Хх х х Г За 3223 4274 а 


оначит вся искомая площадь 


__ @4у — 9 вау. —_ 
БарВ =—— > - ——=— 5.8 ИТ. Д. 


253 
— 2ахХ ХХ — 52-Е Т. д.-- 


3 
-- 2х — ах ---8а 2 итд. 1”. 


Точно так же, если бы я взял за определенную линию АВ или Х, то, 
имел бы: 


__ ау -- 9499 -- 9 ву 4 249. 


ХХ Г 858 тах пгт 


Если (фиг. 37, табл. УШ) разделить ВЫ пополам в С, взять АС определенной. 
длины, а СВ и (6 неопределенной и если положить АС =е, а ВС или СВ==у, то 
получится, что 

ао аа аа 2ауу ие у ел 
И И 


и т. д., 


вследствие чего гиперболическая площадь, прилежащая к части абециесы 6С, будет: 
равна 

00] аа ау ау аб 

-- Зее т Зез + 4е4 + 5е5 


ит. д. 


Вместе с тем 


__@@ _ @а _ 909 аауу _ а аа 
вр= = е ее + ез е4 - 


Значит площадь, прилежащая к другой части абециссы ВС, будет равна 


аа вали 4043 4011“ 445 
вау _ аауу | 60% вау, дву 


е 2ее 3ез 4е 5 И" № 
.. 209у | 249 За? 
Поэтому сумма этих площадей = Е — 828 —- 525 И т. д. что и равно 
(7; а, 
Хх х 
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Точно так же у определяющего природу некоторой кривой уравнения 
28 гг а— 48 =0, 


. 1 2 1 
22—55 рт ВЕ 


‚корень 
5 
= и т. д. 


Отсюда получается, что 


—__ д 2 __ 7 ; т 
9 | а ба" “Г 
и площадь 
1 1 2 7 5 
БарВ = ХХ А— 9х — 1х тех И Т. Д. — 
1 1 2 7 5 
а зд | Таз Глвар й А> 
1 1 7 СТ 1 7 
т. е. =5ХХ—5Х— 1х ит. д. 522 -[ 5 Г ит. д. — 
3 5 
Щи“ ы ит. д. 


9е 2798 4565 

Однако по большей части от этих гиперболических членов можно весьма 
удобно избавиться посредством изменения начала абециесы, т. е. поередетвом 
увеличения или уменьшения абсцисвы на некоторую данную величину. Так, если бы 
а3 — вах 


— 2, я поместил 
ах -- хх 


в первом примере, в котором уравнение кривой было 
начало абсциесы в точку 6 и, взяв АБ какой-либо данной длины, например г а, 
принял бы остающуюся абециссу В равной г, то, очевидно, что при уменьшении абсциссы 
на величину = а и замене х через „+5 а, уравнение превратилось бы в 


1 03 — аа 

— 03 — аах 
р) . 
= 


рав 2 хх 


.и путем деления получилось бы 


2. 28 и 200 и 
2—3 9 27а м 


откуда 


2 14 200 
= —— —=— 3 ® . = ` 
2—5 @&— 5 22 Г эта 28 и т. д. = площади 64)Б 


Ввиду того, что начало абецисс можно помещать в различных точках, площадь 
‘кривой можно выражать бесконечным числом способов. 
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аз —аваф - 
Уравнение ааа —* можно было бы также разложить в два бесконеч- 


ных ряда 


в которых нет члена, поделенного на первую степень г. 

Но такие виды рядов, в одном из которых степени х возрастают до бесконеч- 
ности в числителях, а в другом — в знаменателях, непригодны для определения из них 
значения 2 © помощью арифметического вычисления, когда от букв переходат 
к чиелам. 

Вряд ли У кого-либо встретятся затруднения при числовом расчете после того, 
как было получено буквенное значение площади. Однако для лучшего пояснения 
вышеизложенного я все же прибавлю один-два примера. 


Дана (фиг. 39, табл. УП) гипербола 40, уравнение которой есть Уз-Е яд ==; 
вершина ее есть 4, а каждая из осей равна единице. 


Согласно сказанному выше площадь 


- 


2. 


АРВ = 5 


те т 4 5 Ц 
2 — та — та — та — [та 
7х Р=х 552 +757 70 7 итд, 


т. е, равна 


| = 


2 1 1 1 
—ю о инияй о ен 3 — 4——_ 6 ° 


ряд этот можно продолжать до бесконечности, постоянно умножая последний член на 
последовательные члены следующей прогрессии: 


18. 16, 871, 5.9, Т.И, зрд 
2.5 4.7 °’ 6.9 °’ 8.11? 10 -13` ди 
ы 1.3 1 > 
Таким образом первый член = < 2.51 дает второй член = д?. Этот, 
. .-5 1 . 
умноженный на —-__-2, дает третий —28 7”. Этот, в свою очередь умноженный 


9 


3 „ |1 
в.а *, дает четвертый 25 2* И так далее до бесконечности. 


на — 


1 
Припишем теперь АВ какую-нибудь данную длину, например —› и напишем 


| = 


®> 1 © 
это число вместо 5х и его квадратный корень, — вместо 2=-.. Тогда первый член 


2 
2 = 21 
2 ИЛИ 5х з по обращении в десятичную дробь будет 0,083333333 и т. д., 
1.3 
что, по умножении на — =, дает второй член 0,00625, который опять-таки, 


по умножении на — ‚ Дает третий член — 0,0002790178 и т. д. По мере тол. 


_1.5_ 
4.4.7 
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как я нахожу члены, я располагаю их в две таблицы, 
положительные, & в другой отрицательные; затем, как ты 

Лалее, из суммы положительных я вычитаю сумму 
остается 0,0893284166257043, что и предетавляет собой 
площади АДВ, которую и требовалось найти. 


записывая в одной из них 
видишь, я их складываю. 
отрицательных, при этом 
величину гиперболической, 


1 0,0883338333883333 — 0,0002790178571429 
62500000000000 34679066051 
71267361111 334465027 
5135169396 26285354 
144628917 961296 
4954581 38676 
190948 1663 
7963 75 
352 4 
16 — 0,0002825719389575 
1 + 0,0896109885646518 
-- 0,0896109885646518 0,0893284166257043 “” 


Допустим теперь, что дан (фиг. 39, табл. УП) круг АаР, который определяется 


уравнением Ух— 2х ==2 т.е. диаметр которого равен единице; тогда (согласно выше- 
изложенному) его площадь 4аВ будет 


528’ 29 

Ввиду того, что в этом ряду члены отличаются от членов ряда, полученного: 
выше для площади гиперболы, только знаками -- или —, то остается лишь соеди- 
НИТЬ те же числовые члены с другими знаками и вычесть сумму, составленную из обеих 
сумм вышеприведенных таблиц, 0,0898935605036193, из удвоенного первого члена 
0,16666666666666666 и т. д.; остаток, именно 0, 767731061630473, будет частью 44.5 
круговой площади, причем предполагается, что прямая АВ есть четверть диаметра. 
Здесь можно заметить, что хотя с геометрической точки зрения круговую площадь 
сравнивать с гиперболической нельзя, но что их обеих мы находим се помощью одного. 
арифметического расчета. 

Найдя таким образом часть круга АаВ, можно отеюда вывести и вею пло- 


— 1 
щадь. В самом деле, проведи радиуе аС и умножь Ва или < Уз на ВС или 4; 


1 __- 
половина произведения, т. е. 55 УЗ или 0,0541265877365275, дает величину тре- 


угольника СЯВ; прибавь это к площади ААВ, 
— 0,1308996938995747, ушестерив который 
0,7853981633974482. 

Отсюда попутно посредством деления площади на четверть диаметра выводится- 


длина окружности (которая будет 3,1415926535897928) 1". 


и ты получишь сектор АСа = 
найдешь всею площадь равной 
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Е этому, если угодно, можно прибавить вычисление площади, заключенной между 
гиперболой АРР (фиг. 40, табл. УП) и ее асимптотой СА. Пусть С есть центр гипер- 


„болы; если принять 0.4 = а, АР =Би АВ = А = д, то НИИ ВО и ИИ Ьа. 
а--х а —* 
Поэтому площадь 
бт 3 с 
АРЬВ == 6—5 аа 48 и Т. Д., 
з площадь р 73 74 
А Рав = 6% а + аа Тя И Т. Д., 
сумма их 2653 265 2627 


1 
Теперь положи АС = АЁ =Т и АВ или 46 = т так как тогда (С=0,9 и 


0} 
‘СВ ==1,1, то при подетановке этих чисел вместо а, 6 и х первый член ряда обратится 
в 0,2, второй в 0,00066666666 и т. д., третий в 0,000004 и т. д., как это показано 


‚в прилагаемой таблице 
0,2000000000000000 


6666666666666 
40000000000 
285714286 
2222222 

18182 

154 

1 


Сумма 0,2006706954621511 = площади фарВ. 


Если ты хочешь иметь части площади А4 и АЛ отдельно, то вычти меньшее 
АР из большего А4, в остатке ты найдешь 
фот р. 56 8 
вая ит.д; 
[11 24а За 40, 


1 
написав здесь 1 вместо ди фи тб вместо х и обратив члены в десятичные дроби, 


‘ты получишь 
0,0100000000000000 
5000000000000 
3333333333 
25000000 
200000 
1667 
14 


Сумма 0,0100503358535014 = Ад— АД. 


Если эту разность площадей прибавить к уже найденной их сумме или 
вычесть из нее, то половина суммы 0,1053605156578263 даст большую площадь Аа, 
.& половина разности 0,0953101798048248 дает меньшую площадь АЛ. 
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1 
‘700 Или СВ = 1,01 и С ==0,99, то эти площади, 
Ари АЯ ты сможешь получить из тех же таблиц, если только правильно перене- 
сешь числа на низшие места, как это показано здесь: 


Если положить АВи 46 — 


0,0200000000000000 
6666666666 0,0001000000000000 
400000 50000000 
28 3333 
Сумма 0,0200006667066694 = Сумма 0,0001000050003333 = АЯд— Ар 
половина суммы половина разности 
0,0100503358535014 —= Аа 0,0099503308531681 = АД. 
Точно так же, если ты возьмешь 4Ви 4 —= 1 или СВ==1,001 и (06 =0,999, 


1000 
то получишь, что плошадь 44 == 0,0610005003335835, а АД ==0,0009995003330835. 


Равным образом (при АС и АЁ=1), если принять АБ и 46 ==0,2 или 0,02, 
или 0,002, то получатся площади 


Аа=0,2231435513142097 и АДШ-==0,1823215567939546, 
ЯЗИ 

А == 0,0202027073175194% и АШ)==0,0198026272961197, 
ИЛИ 

Аа = 0,0020002 и АО == 0,001. 


Из этих, найденных таким образом, площадей можно легко вывести и другие 


® ® т ® ] 2 
е НОМОЩЬЮ ОДНИХ сложении и вычитании. Действительно, так как -— ‚› умноженное 


0,8 
на 9=2, то 0,6931471805599453 — сумма площадей, соответствующих отношениям 
18 1,2 
8 #09 (т. е. расположенных над частями абециессы 1,2 —0,8 и 1,2 — 0,9), пред- 


ставит собой плошадь 4126083, где, как известно, СВ =2. 


Далее, так как умноженное на 2=3, то 1,0986122886681097, сумма, 


0,8 ° 


0,8 


площадей, соответетвуЮщих и 2, будет равна плошади 4266, если СВ =3. 


9) 


ы 


2 _ 
Далее, так как —=5и2жЖ5==10, то с пОМОШЬЮ надлежащего сло- 


жения площадей ты найдешь, что 1,6093379124341004 = 4768, при С8=5 и 
2,3025850929940457 = АРВ, при ОВ ==10. 
Равным образом 10Х 10=100 и 10Х 100 =1000 и У5х10хХО,98 = 7 
1000 Х 1,001 _., „ 100Ж0,998 
хи ’ о 
АРЗВ может быть найдена через соединение выше найденных площадей при 


и 101,1 =11 и —499; яено, что площадь 


9 Зак. 32%. Ньютон. 
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——и дд кд 


СВ =100, 1000, 7 или любому другому из указанных выше чисел, причем лишь 
постоянно АБ = РА =1. 

Все это показывает, что отсюда можно вывести весьма подходящий метод 
ностроения канона логарифмов 1) определяющих гиперболические площади (из. 
которых легко получаютея логарифмы) и соответствующих любым простым чиелам, 
причем только с помощью двух довольно несложных действий. 

Так как мне представляется, что с помощью этих принципов таблицу можно. 
получить удобнее, чем с помощью каких-либо других, то я ечитаю уместным привести 
здесь это построение. 

Приняв прежде всего по обычаю 0 за логарифм числа 1 и 1 за логарифи 
числа 10, следует определить логарифмы простых чисел 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 37 
посредетвом деления уже найденных  гиперболических площадей на число 
23025850929940457, выражающее площадь, соответствующую чиелу 10, или (что 
то же) посредством умножения этих площадей на обратную ему величину 
0,4342944819032518. 

Так, например, если 0,69314718 ит. д. есть площадь, соответствующая числу 2 
то по умножении на 0,43429 ит. д. она даст 0,3010299956639812, логарифм числа 21/5). 

Логарифмы других чисел, заключающихся в таблице и получающихся при пере- 
множении этих чисел, слелует по обыкновению найти с помощью сложения логарифмов, 


соответствующих последним. Остающиеся пустыми места интерполируются затем 
с помощью следующей теоремы. 


ТЕОРЕМА [ 


Пусть и есть чиело, логарифм которого требуется найти, А х— разность 
между этим чиелом и двумя ближайшими числами, которые расположены © двух 
сторон от него на равных расстояниях и логарифмы которых уже найдены. Пуеть 
4 есть половина разности логарифмов. Тогда искомый логарифм числа я получится 
посредством прибавления к пиром меньшего числа величины 

4.3 
+5 т ит 12? 


В самом деле, пусть числа выражаются через Су, СЗ и СР (фиг. 40, табл. УПГ) 
и пусть, как н раньше, прямоугольник СВЬ или С =1. Проведем ординаты 29 п 


и Т. д. 


‘), 
РО и напишем п вместо СЗ и 5х вместо Зр или ЗР. Илощадь ра@Р или он 
А 


94:3 2.65 
3 и и т. д. будет находиться в том же отношении к площади 24958 или 
3 


т - -5в ИТ д, как разность между логарифмами крайних чисел или 


а к разноети между пт меньшего п среднего, которая поэтому будет 
а 
— —= ИТ д. 
рН ж т = 5 ^ 


рт 


КАЯ 


Таблица Т, построенная согласно проблеме ГП и содержащая некоторые криволинейные площади, 
отнесенные к прямолинейным фигурам. 


Роды кривых Выражения их площадей 
Я. 
| 42“ * == — 2" —$ 
дл" 42" —а 
П рот, м У О 0 
ее-|- ЗеЁ2й + ре” щее -- щеЁ2” чеР-+ ГЕ" 
| _ 24а, _ 
1 а“ Усе фл=у РА 
т 
2 42-1 т — — 4е-|- 6]2 ГИ 
Иер =у — и ^ 4 = 
Ш | — —____ —_ 
ри 
3 | И — 1 16ее — 24еГа" | ЗО?" $ — 
|” у 1053 АВ = 
т 2 3 31 
д Ия — 96ез - 144ее]г' — 180ер["' -- 210Ё 2 18 — 1 
Уе -- [2 У 945 В 
42" | 
. т, а 
Уе + 2" ый 
21 —1 . 
Уи Вт? 
У а $1 —1 о 
: у 16ее — Зе} =" -- 612" ав —! 
| Иер 15/8 
д" | | 3 2 33 
4 —у — 96е” | 48 ве} = — З6берр=" -- 30" В! 
| Уе- [2" 1054 —_ 
„0—1 -- 1—1 Ти ГАЯ__ 
у Е 37 
в— --1— _ 11 ра, в 
о 20ег” "| 202711 —- 2002’? "на 5. Ус р + 02" = у И, 
-Е 3\/ -- 619 
[ 2606г" 1-20 РЖ ра ттЬ—1 
1 — у т —9 В = 
уг ГР 
| . 29ег'—*-- яхт"! 20-2 х дат 1 —_ р 
| о ЗУ —' = 


[ 90’. 90 — ух "1 и 
МЫ Ш == = 
| , о. Уе =” В 
АУ Ой ПОНИ 
| о бе ХЕ 1, г 
| ее 02 Хх 2 Уе- ед” в=' 
2062—1420 — 2х 1 2. | 2 
|1 роту им = —— или ( )= 
| ее -|-- Зей2" -—- {2 В е-|-[=" 
УШ} — 
5 9962—1190 — 94 Ж [21-90 — 41 Х дет ф—1 р 2 2 
| ее —- Зее” -|- Г-Н 2е9 Жг "“-- 279291 + 00а“ у ВВ е-- ре" + 92” 
— ЫЪмто6дЖд60 ° — ЫОпо08——_— . — | т 
1х 26ей, ° "20-Е зчх г" "20 4х дат на РИ у 63 
26-я жа зу" ПР! 
____ _ т 
х ве —1 + 20-31 Ж г -- 26-24 Х да’ * на ЕН = 2 В 
—_—__ >И * = — | 
ха йе Ж УВ р 


ЫдДдФ— 
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т. е. (после деления) 


3 


ат 
Я полагаю, что два первые члена этого ряда 5 достаточны для по- 


строения логарифмической таблицы, даже если бы нужно было получить лога- 
рифмы до четырнадцатого или нятнадцатого знака, но только числа, для которых 
находятся логарифмы, должны быть не меньше 1000 16). 

Вычисление вряд ли будет утомительно, так как х обычно бывает то единицей, 
то двойкой. Однако не все места необходимо интерполировать по этому правилу. 
В самом деле, логарифмы чисел, которые получаютея посредством умножения и 
деления уже найденных чисел, можно получить, исходя из чисел, логарифмы которых 
уже найдены, — именно посредством сложения и вычитания этих логарифмов. Кроме 
того пустые места можно еще быстрее заполнять с помощью первых, и если при- 
детея, вторых и третьих и т. д. разностей логарифмов. Приведенное же выше правило 
следует применять только тогда, когда отсутствует много мест подряд, © тем чтобы 
найти таким образом их разности. 

С помощью этого же метода можно найти также правила для ‘ветавки логарифмов 
в том елучае, когда из логарифмов трех чисел даны логарифмы ередкего и наименьшего 
или среднего и наибольшего, даже если эти числа не образуют арифметической прогрессия. 

Следуя этому же методу далее, легко обнаружить иравила, пригодные для 
построения таблиц искусственных синусов и тангенсов без помощи их натуральных 
таблиц. Но 0б этом я упоминаю лишь мимоходом. | 

До сих пор речь шла о квадратуре кривых, которые выражаются уравнениями 
состоящими из сложных членов, посредством их приведения к другим уравнениям 
составленным из бесконечного числа простых членов. Однако квадратура этих кривых 
может быть иногда найдена также с помощью конечных уравнений или же эти 
кривые иногда можно бывает сравнить с другими кривыми, площади которых можно 
считать некоторым образом известными, каковы, например, конические сечения. Поэтому 
я счел небесполезным привести здесь два обещанных ранее каталога или две таблицы 
теорем, которые следуют ниже и которые я построил с помощью вышеприведенных 
положений УП и УШ 1%. 

р Первая из этих таблиц дает площади кривых, квадратура для которых воз- 
можна. Вторая же таблица содержит кривые, площади которых можно сравнить 
с площадями конических сечений. В обеих таблицах буквы @, е, Г, 9, В обозначают 
какие-либо данные величины, х и 2— абециссы кривых, % и у— параллельные 
ординаты, 5 и {— площади, как и раньше. Буквы м и 0, стоящие при 2, обозна- 
чают показатели степени 2, безразлично — целые, дробные, положительные или отрица- 


` З 2 6 — — 1 
тельные. Так, если ч==3, то 2==2, 27-е, 2 И==2 ° ИЛИ ТТ р 


„п—1 


И 


фаньныыиь № 
—< 


< 


Далее, в выражениях для площадей я вместо входящих в выражение ординаты 1 
радикалов. Ие-- {27 или Уе-1 {= 92? пишу ради краткости А, а вместо рали 
кала Ув 2 — пишу р. 


9. 
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Я мог бы прибавить еще и другие вещи этого рода, но пора перейти к дру- 
гому роду кривых, которые можно сравнивать с коническими сечениями. 

Все кривые, к которым относится нижеследующий каталог или таблица, пред- 
ставляютеся (фиг. 41, табл. УШ) линиями ОЕхВ. Абецисвы их начинаются от А 
и равны АС, ординаты суть СЁ, начало площади есть ву, а вся описываемая 
площадь ЕС. 

Начало площади, или первая граница ее (которая большей частью начинается 
с начала абсциес А или отстоит от него на бесконечный промежуток), получится, 
если найти длину абециссы Аа при значении площади, равной нулю, и восстано- 
вить перпендикуляр 4. 

Точно так же конические сечения (фиг. 42, № 1,2, 3, 4, табл. УП) изображены 
линией РРС с центром А, вершиной а, перпендикулярными полудиаметрами Аа и АР; 
начало абециес есть 4, а или а, абециеса — АВ или аВ, или «В, ордината ВД, 
касательная, встречающзя АВ в точке Т, есть ОТ, хорда— а) и вписанный 
или описанный прямоугольник — 4АВШОО. 

Сохраняя установленные выше обозначения, возьмем АС == г, СЁ ==, а. ЁС = 
АВ или аВ==<, ВФ=и, АВПР или «6 ОВ =. Далее, если для определения какой- 
нибудь площади понадобятся два конических сечения, то вторая площадь обозначается. 


через с, ее абецисса — через Ё, ордината — через о. Кроме того вместо УР — 469 
пишется р. 


Прежде чем перейти к примерам, иллюстрирующим теоремы 0б этих класеах 
кривых, я считаю необходимым заметить, что: 


Т 


Так как в уравнениях, определяющих кривые, я всегда беру при величинах 
а, с, |, 9, В и 3 положительные знаки, то всякий раз, когда встретятся отрицатель- 
ные знаки, следует изменить знаки у следующих далее абсцисс и ординат конического 
сечения, а также знак значения искомой площади. 


П 


Когда знаки числовых символов т и 0 отрицательные, то их следует изменить 
также в значениях площадей. Кроме того при таком изменении знаков теоремы могут 
принять новый вид. 

Так, если изменить знак м, в четвертой форме табл. П, то третья теорема 
примет вид: 

и __. . 1 — 
дурьа И о“ 


2% \ 
2'==5; 


к =; 2” У Е2- ежх =м; 
У’ р 


Я НИ 
—_ 241 — 38 =. 
Е х 2их — 35 =1{ 


Так же обстоит дело и в других случаях. 


Таблица ТТ, построенная созласно проблеме 71 и содержащая некоторые криволинейные площади, отнесенные к коническим сечениям 


Конические сечения 


Формы кривых лы оны Выражения атлощадей Фит. 
| 4" * | а 
| 1 т ) 21 — ——— = с, орВ № 1 
| е-- |2 е-- [1 \ т 
2” ` 1 а 
— а 
| | | УР г — № ^ у"! 
2" 1 р Е 
Гз у п =и т 4 п с, 
о о и О Г ° 
ие — —— ми г 
е-|- [2 е-| [2 | \ т 4 
р 3 ————ы—ы—ы——ю—ы—».—ю—»—»—»—»—»—»—»»—»—»—»—»—»—»—»—»—»—»—_—ю—ыю—=ы—ю—_—=—»—»—_———————Жж—ж——_—к_д_оокодкдодододододододо0одБДБДБд——— ДД ыы————————Й————————ЫЙ—Ш\ЩЩурГРМммм®м®—=2ФВеР=Р—щ 
——1 — —_—_—_—_щ 
а 4 е 24 1, 4—2 
Ш ) о 42 и“ = Иб--ы . —— 22 у 265—246 гих —{ 
ЕЕ НИ Е" Г? = 
5 ОНИ р} —— 
4281" и а и? е 24 31 24е т 2ееил — 4ее$ 
8 О -—— —_ =4 ———4д=\. —— 22 — 2 = 
ен “ | е-- [=" | 3 т т "ЕР 
44 8 Бо | 
| 1 т == а на «арТ или №2, 
а 1 — = 3, 4 
| — Уе-- 12 =у я 7 Уг-Незх = на АРОВ-— ТОБ 
| 84ее 1 _ №. Ру 
—_ = — ——— — # = 
или так: = У! -Г ехт==и МИР х 2” 4е 4еех №3, 
2 | __ 84ее Ри 4 
_ РР на Аара-- Чет 
Я 1] о —24 24 —_ 
| ил я У 1-х ме тд м 44е ”“ 
ЛИ Так: — == д-нетх = и р О ИЫ И ЬЫИИНИИИ ан > ь 
п -- Хо аи— == ХАОРЕ №34 
4 —т 1 р 4 д , 
3 ыча Ге А" = те У 1=-Е ег ь = -я Хх 408 или ВОРК № 4 
4 “Ие-Е Ау ох УР ехх = 341: — 24° _ 
| т 21 б\е —_ 
Га я = У еж = о Хам 4 ва РАР ара № 
Иер | 2 —-ехх = и .. о = - на _ или 0 9,4 
‘ак 1 ОТ 
или так: __ ОНИ Зае 1 Ри зае № 3, 
— = —— — о Е 
2“ УГ2-- ехх = ИР Ж$ > и 2 —= {== =. на а@арА д 
| 2 - у т УР = 24 и: па РО паи ва дОбе | ** 
| п Ус " те 5 на, или на а 
или Так: ——=4 У! -езх == 44 т... 44 №3, 
27 7 Ж э ди --5 == =. на «ООа а 
"ИИ =, __ р Е 
Ус 7 У Ё2 -- етх = и пе 1 на За Са —— ОВ треуг. й 
а 1 
4 4 —— = —__. 104] хи — 1541$ — 24ехти _ 
239 и Уе ре" 27 У Гр р сли и бе о — 1} 
ал" | и ( и * [Е —4е хи — 25 
| И я 2 И 49 2и— 28 _, 
ег" ” ен -- 92" ут 9 \ 
| д2” —_ 95 — ди 
ИЛИ ТЕ: А НХ ——=# 
ее" т 
у | о ОНИ 
1—1 НИ ОНИ —_—_ 
и И и 21} — 
ее" 92 е-- 2" -{ 9е 9 49 д — Геи _, 
1 | 2 = 
и. 2 __ | —, 19 
| [2 92" = ее 


Зак, 3296 — Ньютон, 


Таблица П (Продолжеёние) 


| 
Конические сечения 
Формы кривых 


Выражения площадей Фиг. 
Абециссы Ординаты 
: | И —* | и МИР | 
та, = а-- Ху = 
1 у Г— Р-Н 292" 29 2и — 43 — 2 4с —, 
е-- {2 92 | и 249 — ИЕ | ТР 
( Гб р-- 292" м “= | И 
У! ‚ те р=У Р-Р 469 
24ег" и —И— 
а = а ГР ду 
о 422" —у р Те = 48 — 22 —49— 2% _, 
е-- е'- 92” фе" | АР ь. тр | 
а = а-|- Е = 
Г-Н р" 9е ‚ 96 
Г ИИС г = Уе- #-ухл == и —- 446 ди № 
И ей = у 1 4деебо -|-- З4еГо — 2ардих — 241 — В4еез —- 44198 _, |2, 3, 
= УЕ | че = 
ОНИ —— | а № 
у °| | ал У ет 92 = у | = Уе-- 12-922 = == = ХабрВ 3, 4 
и _ —_ а 4 №2 
2 — 1 2 т — 48 — — - 1“, 
3 г" УЕ де = у  —% Уе-- 1#- 9х4 = 89 ча © ! 3, 4 
р 64дх — Баг 541! — 449 __ № 
к да" У ера" = у "2 Уе-ЕГё- 92 = и а “Г ви 3, 4 
[ пл 8495 — 4адих — ЗаЁь + -_ 
ИВ НИ атед — т х 
— 9 = У — 
| 2] е--1х-- 951 = 8а9 ` 3, 4 
92 — д -+- , 
ето Хх «аарВ = ОБА треуг. 
.2 О: И й ПИ — 44/5 | оаих-- Чем _, 
ут | | Ури" © 7—2 Усе уже и — и — 
о 1 —-8ай , — 24 р одеги 
о 41е99 — {19 
, д" —1 --- з6баеТд р -- 8ае99 т —- 10473 и -- 10477 „ 
Иер 2т  —х Уе-Е 1-Е 9зх=и ИОВ АЛ ини ИЕН, 
92 24108 — 61/99 
— т ИИ ОНИ —2 24 
1 а Ут _ а М РЯ У иа-- ВРе 
т у д т 7х =4 4ей —-2ей 7 
9 иг 9-е" | й Аа = 
Х ООО ОНИ —__ 
да -—-1ИУс рт НИИ —- 469% — 260% 21% _ % 
о те" а ЧР — 19 и Ао Рори Рая 9, 
р 27 у -# -- хх ИИ ОВЕН ВИЛЬНО 
ВЫ 9-й две" . | й й т | 
| 4—1 ОНИ 
О: ИНН ] а _ 4 6—1 В 8 4 р 
х и 9-1" Уе-- 12" | оны" ИВ „=, Г ый 
427 -—1 ——- ОНИ и 24 о 
| нк ее ура. 
9-02 Ге- |2 9 2 й Г) —— М——_—_—_ о 
— Ай 
- [ У 9 иг" = УЕ : [9 Рае и ] _ 
1 ау = —=у . | 24и3 х2 " — 443 — 44ес — 
рег" Рае, ве _ — тей = 
9- ы Ул иг = [9 — ей ив: —ь 1/9 Ша 
и | 9 9 
4гл—1 е-- /2_ 9" И ^—в Г. 24 
2 — Я — Ро —_ ^^ е— 
И ==” у Уч = и -- 22 = 2 { 
_ е-- {2" __ НИИ ев — Г _ ‚ — 34/9 
= И, У’ = и о рае ай *_ 
у 


Зак. 3296. — Ньютов. 
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Ш 


Ряды различных родов, кроме второго в табл. 1, можно продолжать до 
бесконечности в обе стороны. В самом деле, в рядах третьего и четвертого родов 
табл. [ числовые коэфициенты начальных членов (2, —4,16, —96, 768 и т. д.) обра- 
зуются посредством последовательного умножения на числа — 2, —4,—6, —8, —10 
и т. д. Воэфициенты же следующих членов в третьем роде выводятся из начальных 
коэфициентов ряда посредством последовательного умножения на — 3/2, — 5/4, 
—7|[6, —9/8, — 11/10, 18/12 и т. д. в четвертом роде — посредством умножения 
на —1/2, —3/4, —5]6, —7|8, —9/10, —11/12 и т. д. Коэфициенты знаменателей 
1, 3, 15, 105 и т. д. получаются последовательным умножением друг на друга чисел 
1, 3,5, Т, 9 ит. д. 

Во второй таблице ряды первого, второго, третьего, четвертого, девятого 


и десятого родов развертываются до бесконечности с помощью одного только 
целения. 


Например, в первом роде ты имеешь: 


41—1 
а" 


ея 


произведя здесь деление до надлежащего места, ты получишь 


42 ^-! 
4. т 4 п-т 46 1—1 18 — 
Г ЯР п ем * 


Три первые члена принадлежат первому роду табл. Г, а четвертый — к первой 
форме этого рода. Отеюда ясно, что площадь есть 


й з де э ‚, @ее + ез 
5 ад ё —@ —-— $5, 
3% 21 Ё т 13 "73 


где через $ обозначена площадь конического сечения, абецисса которого 2 == 21, 


а ордината т 

Ряды пятого и шестого родов можно продолжать до бесконечности се помощью 
двух теорем пятого рода табл. Г и надлежащего сложения и вычитания, ряды седъ- 
мого и восьмого родов —с помощью теорем шестого рода табл. 1 и ряды один- 
надцатого —с помощью теоремы десятого рода той же табл. [. 

Допустим, например, что требуется продолжить ряд третьего рода табл. П; 
положи 0 — — 4%; тогда первая теорема пятого рода табл. Т будет: 


Е "ИИ з 
— Ве “1 — Блу ЖэУе 12” — 9; 7 я == 
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5% 7 
9 


«4 


Соглаено четвертой теореме об этом продолженном ряде мы, написав — 


вместо 4, получим: 


а — — 1 о 
кем т | =, — М, Уж ехх-ыи 
2 
и 


10[и3 — 1511$ _ 


1. 
12е 


По вычитании отсюда первых значений для ту и Г остается: 


10Йи° — 15/8 _ В 


—={. 
12е 2“ 


4щег Уе -- [2 =, 


5 
з 


3, 
и написав (если угодно) 3х вместо —ы › Мы получим 


Умножив это на 
4 е 


нятую теорему о продолжаемом ряде, а именно 


а —__. 1 —_— 
ина НИ 9 де У Геи и 


И 
1043 — 1541} $ ах _ 
48щее 46 — 


Г 


Некоторые роды можно вывести из других родов также и по другому. Так, 
в табл. П пятый, шестой, седьмой и одиннадцатый роды можно вывести из восьмого, 
з девятый из десятого, и я не опустил их лишь потому, что они могут быть в неко- 
торой степени полезны, хотя и вовсе не необходимы. Тем не менее я все же опу- 
стил некоторые роды, которые мог бы получить из первого и второго, равно как из 
девятого и десятого рода, из-за большой сложности их знаменателей, вследствие 
которой они едва ли могут быть полезны. 


\ 

Если определяющее кривую уравнение состоит из нескольких уравнений раз- 
личных родов или различных видов одного рода, то площадь ее равным образом 
будет состоять из соответствующих площадей. При этом веегда следует иметь в виду, 
чтобы они соединялись соответствующими им знаками. Ибо площади складываются или 
вычитаютея не всегда так же, как соответствующие им ординаты с ординатами; 
иногда случается, что при образовании новой ординаты или соответствующей площади 
для одних следует брать сумму, для других — разность. Это должно иметь место тогда, 
когда составляющие площади прилегают к противоположным чаетям ординаты. Для _ 
того чтобы осторожный геометр легче мог избежать этих препятствий, я проставил 
при отдельных выражениях площадей надлежащие знаки, — ибо они иногда могут 
быть отрицательными, — как это сделано в пятом и седьмом родах табл. П. 
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УТ 
Относительно знаков площадей следует отметить еще, что -—$ сзначает либо, 
что к прочим величивам, стоящим в значении {, следует прибавить прилежащую к дан- 
ной абсциссее площадь конического сечения (смотри первый из нижеследующих приме- 
ров), либо, что следует вычесть площадь, расположенную е другой стороны ординаты. 
Наоборот, — 5 означает либо, что должно вычесть площадь, прилежащую к абециосе, 
либо, что следует прибавить площадь, расположенную с другой стороны ординалы, 
смотря по тому, что будет подходящим. Равным образом, если значение # положи- 
тельно, то оно означает, что площадь кривой прилежит к абецисее; если, наоборот, 
‘оно отрицательно, то оно представляет площаль, расположенную с другой стороны 
ординаты. 
УП 
Для более точного определения этой площади ты должен найти ее границы. 
Что касается границ абециссы, ординаты и периметра кривой, то здесь не может иметь 
места неопределенность. Но начальная граница, у которой кривая начинает описы- 
ваться, может занимать различные положения. В последующих примерах эта граница 
либо находится в начале абециссы, либо отетоит от него на бесконечное расстояние, 
либо, наконец, помещается в точке, в которой кривая встречает абецисеу. Впрочем 
она может быть взята в любом месте и, где бы она ни была, ее можно найти, определив 
длину абециесы, когда значение { равно нулю, и проведя там ординату. 
В самом деле, проведенная таким образом ордината предетавит собой искомую 
границу. 
УШ 
Если часть площади лежит под абециесой, то [ означает разноеть между ней 
ий той частью, которая лежит над абецисеой. 


1х 
Если в выражениях 1, и и { измерения членов слишком велики или слишком 
малы, то их можно привести к надлежащей степени посредством деления или умно- 
жения членов на некоторую данную величину, которую можно принять за единицу, при- 
чем эти действия производятся столько раз, сколько необходимо для уравнения ко- 
эфициентов. 
Хх 
Кроме приведенных выше каталогов или таблиц, можно построить также таблицы 
‚для кривых, отнесенных к другим более простым кривым того же рода, как, например, 
К Ура 8 = и, ИЛИ ду е-— [523 = и, или У е- 1/24 =и и т. д. 
Всегда можно вывести площадь данной кривой на основании более простой 
кривой, а также узнать, к каким кривым ее нужно относить. Теперь пояеним на при- 
‘мерах то, что было уже изложено выше. 


ПРИМЕР [| 


Допустим (фиг. 43, табл. [Х.), что ФЕВ есть конхоидальная кривая, природа которой 
‘такова, что если описать полукруг ОНА, провести АС' перпендикулярно к диаметру АС, 
достроить параллелограм ОАСТ, провести его диагональ АГ, ветречающую полукруг 
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в точке Н, и опустить из Н на ГС перпендикуляр НЕ, то точка Е окажется на этой- 
кривой, для которой требуется найти площадь АСЁО. 

Обозначь А9=а АС=г, СЕ==у; веледетвие непрерывной пропорциональ-- 
ности ГА, 40, АН, ЕС ты получишь, что 


178 
аз 18) 


ав -- 22` 


Чтобы это уравнение приняло форму уравнений, имеющихся в таблицах, положи 


ЕС или у== 


1 
= 1—1 
1=29 и напиши в знаменателе 2' вместо 2”, а в числителе @2? вместо 4’ или 


&г"; при этом получитея, что 


а82? ет 


очи 
аа-- 2" 
уравнение первого вида второго рода табл. П. Сравнив члены, ты увидишь, что 4 == @3,. 
е = аа и р=1, и поэтому 


ре: ОНИ 
И =ы У а*— вахх = и, ФТ — 25 =. 
аа -—- 2г 


Для того чтобы привести найденные значения хи ‹ к надлежащему чиелу- 
измерений, выбери какую-нибудь данную величину, например а, и в выражении для х 
умножь один раз на нее, как на единицу, 03, а в выражении для и раздели на нее а®. 
один раз и аахх два раза. При этом ты получишь 


а: ОИ 
— =, Удба—лх=ь и— 98 = 
аа -—- 22 


А вот и построение. 

Из центра А радиусом АО опиши квадрант круга ФОР, на АС отложи АВ = АН, 
восстанови перпендикуляр ВД, встречающий дугу в 0, и проведи АД. Я утверждаю, 
что удвоенный сектор АБР равен искомой площади АСЁО. В самом деле, 


Изт== АФХ ЕС = НА=) АВ=х, 
Ува — хх =(У АБа— АВ =) ВБ или 9, 


их — 25 = удв. треуг. АДВ—2АВЬО или == удв. треуг. АРВ 2ВОР, 


а эта площадь равна либо —20АП, либо Г 2ПАР. Из этих значений положитель- 
ное -2ДАР соответствует площади АСЕО до ЕС; а отрицательное — 241) — ило-. 
щади АСЕЕВ, продолжающейся до бесконечности за ЕС. 

Найденные таким образом решения проблем можно бывает иногда изложить более 
изящно. Так, если в данном случае провести НА, радиус круга ОНА, то веледствие: 


равенетва дуг ОН и ОР"? сектор ОНЕ будет половиной сектора ДАР и, значит,. 
четвертью поверхности АСЁЕО. 
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ПрРимЕР П 


Допуетим (фиг. 44, табл: 1Х), что АСЕ есть кривая, описанная точкой Е, 
находящейся в вершине наугольника АЁР, у которого одна неограниченная сто- 
рона АЕ всегда проходит через данную точку А, другая же сторона РЁ данной длины 
скользит по АР, неограниченной прямой заданного положения 18) Опусти на АР пер- 
пендикуляр ЕН и дострой параллелограм АНЕС. Еели обозначить АС ==, СЕ==у:` 
и ЕЁ = а, то ввиду непрерывной пропорциональности ЕН, НЕ, НА получитея, что 


28 


у аа — #2 


Чтобы найти площадь АСЁЕС, положи гг —=2" или 9 =, веледетвие чего 


3 
22 т 


Умри 


Так как 2 имеет здесь в числителе дробную степень, то преобразуй значение у: 


НА или у=— 


51 
восредством деления на г? ; ты при. этом получишь 


—1 
27 


——— =, 


и ааг` “— 1 


уравнение второго вида седьмого рода табл. П. Сравнивая члены, мы найдем, что 
4—1, е= —1 и = аа. Поэтому 


==(-==) хх, У ва—тд=и и $— иД=Ь 
# 

На основании этого, так как хиг равны между собой и тав как Ува — хх = и 
есть уравнение круга, радиус которого а, опиши из центра А радиусом ЕЁ или а 
круг РОО, который СЕ пересечет в ДО, и дострой параллелограя АСОГ. Тогда АС =, 
Ср==и, и искомая площадь АСЕС =; — ил = АСОРЫ— АСОГ= ПФР. 


ПРИМЕР Ш 


Допустим (фиг. 45, табл. ПХ), что АСЕ есть циссоида, соответотвующзя` 
кругу АРО, описанному на диаметре 49 "®°. 

Проведем перпендикулярно к диаметру прямую ОСЕ, пересекающую эти кри- 
вые в точках Ди Е. 

Если обовначить АС==г, СЕ =у и А®==а, то, веледетвие непрерывной про-- 
порциональности СЮ, АС и СЁ, получится, что 


#2 


СЕ или и —= —м————, 
У а2—г2 
и (по разделении на 2) 


# 


ини 


Ум" 1 | 
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—1 - 
Поэтому 2  =2', ч= — Ти, значит, 


—21—1 


ПУ —ь 


Уравнение это третьего вида четвертого рода табл. П. Сравнение членов поэтомт 


лает, что 4 = 1, е= — [и Г=а. 
Следовательно, 
] ОИ 
2— д =, Уд; — тд = и 35—25 =. 


По этой причине АС=х, СО.==и, и поэтому АСОН ==. Значит, 3АСОН — 
— 4 треуг. АДС == 35 —2и5 === циесоидальной площади АСЁСА. Или (что то же) 
утроенный сегмент АДНА равен площади АДЕСА или учетверенный сегмент АДНА 
равен площади АНРЕСА. 
ПРИМЕР ТУ 


Лопустим (фиг. 46, табл. ПХ), что РЕ есть первая конхоида древних, описанная 
из центра С с помошью асимптоты АГ, и отрезка ГЕ. Проведи ее ось САР и опусти 
срдинату СЕ. Обозначь АС==г, СЕ==у, ОА =Би АР=с. 

Пропорция 

АС: СЕ АГ:: СОС: СЕ 
даст, что НИ 
СЕ или Уже 


Для того чтобы отсюда можно было вывести площадь конхоилы РЕС, следует 


И 182) 
отдельно рассмотреть части ординаты СЕ . 
Если разделить ординату СЁ в точке 1) так, чтобы 


ср= Ув, а Ер= Уи, 


то СЛ представит собой ординату круга, описанного из центра А радиусом АР. По- 
этому часть площади “СОР известна и остается найти часть ОРЕЛ. Ввиду того, что 


| ИИ 
описывающая ее часть ординаты ДЕ равна —\/сс — гг, То, полагая 2 ==, мы полу- 


^-) 


чим уравнение р 
РЕ = У &— 2", 


т. е. уравнение первого вида третьего рода табл. П. Сравнивая члены, ты найдешь, что 
4—0, е= сс и [= — 1, веледетвие чего 


1 т И из 
— = И =: У —1-- ссхх = и, 2608 — =. 


По нахождении членов их следует привести к надлежащему числу измерений, 
умножив слишком низкие и разделив слишком высокие на какую-нибудь данную вели- 
чину. Еели еделать это при помощи с, то получится 


—_ 205 03 
=а, У —ве-тах =, о аь 


СС 


Г 
съ 
| 
> 
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—_——_ии дд — 


Это уравнение можно построить так: 
Опиши гиперболу РА се центром А, главной вершиной Р и параметром 2АР. Затем из 
точки С проведи прямую СК, касающуюся гиперболы в К. Тогда площадь СКРС будет 


В > р } 184 
относитьея к искомой площали ОРЕР, как РА к удвоенной АС "®®°. 


ПРИМЕР У 


Наугольник (фиг. 47, табл. Х) СЁЕЁ вращается около полюса (С так, что вер- 
шина ЁР’ скользит по прямой АЕ данного положения. Представим себе, что какая-нибудь 
точка Е, взятая на другой стороне ЕЁ, описывает кривую РЁ. 

Чтобы определить площадь этой кривой, опусти перпендикуляры А и ЕН 
на прямую АЁ и, достроив параллелограм АНЕС, обозначь (А =6, АС =а, СЕ =у 
и ЕЁ —=с. Тогда, веледетвие пропорции РН: НЕ: : СА: АГ, ты получишь, что 


Поэтому 
135 
СЕ ИЛИ па У 66—22 5). 


Далее, ввиду того что Усс—22 представляет собой ординалу круга, описанного 
‘радиусом с, из центра А описывается такой круг РОО, который продолженная пря- 


мая СЕ пересекает в точке Г). Тогда 
р: 


РЕ = ———. 
У е— = 
С помощью этого уравнения следует определить площадь РОЁР или ОЕНО. 


| 


Поэтому положи =2 и 8=565, тогда получится, что уе: т.е. полу- 
сс — 21 
чится уравнение первого вида четвертого рода табл. 1. 
Посредством сравнения членов ты найдешь, что 6 = 4, с=еи —1==[, так 


что — ВУ с — г2 == —ЬВ = 

Так как значение { отрицательно, то площадь, предетавленная {, лежит за 
линией ЛЕ. Для того чтобы найти начальную границу, определи длину 2, когда 1 
обращается в нуль; ты найдешь ее равной с. Поэтому продолжи АС до © так, чтобы 
АО==с, и восстанови ординату ОА; тогда ДОВЕЛ и будет той площадью, только 
что найденная величина которой выражается через — В Усе — гг. . 

Если ты хочешь знать величину площади РОДЕ, прилежащей к абециесе АС и 
простирающейся вместе с ней, не зная границы ОА, то ты можешь определить ее 
следующим образом. 

Из значения, которое имеет Ф, когда абециеса есть АС, вычти значение, которое 
имеет ! при начальной абсциесе, т. е. из —ВУсе— 22 вычти — 66; при этом ты 
найдешь искомую величину 6 —6 Уее— 22. Поэтому дострой параллелограм РАСА 
и проведи к АР перпендикуляр Г)М, ветречающий (А в Л. Параллелограх РЕМГ 
будет равен площади РОЕ. 
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Если уравнение, определяющее природу кривой, нельзя ни найти в таблицах, 
ни привести делением или другими приемами к более простым членам, то его следует: 
преобразовывать в другие уравнения кривых, отнесенных к этой кривой, как мы пока- 
зали в проблеме УП, пока не получится какая-нибудь кривая, площадь которой можно 
найти из таблиц. Если же и по исчерпании всех попыток такую кривую вее- 
таки найти не удастся, то можно считать достоверным, что предложенная кривая не 
может быть сравниваема ни с прямолинейными фигурами, ни © коническими сече- 
НИЯМИ. 

Точно так же, когда дело идет о механических кривых, их прежде всего следует 
преобразовывать в равновеликие геометрические фигуры, как это показано в той же` 
проблеме УП; площади этих геометрических кривых следует затем находить по таблицам. 
Вот пример этого. 


ПрРимеЕР \У|[ 


Допустим, что требуется определить площадь фигуры, полученной из дуг какого- 
либо конического сечения, приложенных как ординаты к их прямым синусам. Пусть А 
есть центр конического сечения, АО и АА — полуоси, СО — ордината к оси АВ, 
а РР — нормаль в точке Л (фиг. 48, табл. Х). Пусть, далее, АЕ есть указанная меха- 
ническая кривая, встречающая СО в Е; согласно ее природе, определенной выше, СЕ 
равно дуге 90. Ищетея площадь АЁЕС или, если достроить параллелограм АСЁЕХ, 
избыток 4ЕКГ. Для этого положим, что а есть поперечная сторона конического сече- 
ния, а 0 или 2АО — продольная сторона. Положим также, что АС==е и СО-==у.. 


Тогда 
1 °’, 6 
у 105 Е а 8—9» 


Ь 
что, как известно, есть уравнение конического сечения. Далее, Ре =- 2, и поэтому 


о--ав , 
РВ= у ль += «00-Е аа 


Так как флюкеия дуги ОД относится к флюксии абециссы АС, как РБ к ОС? 
то, положив флюксию абециссы равной единице, мы получим, что флюксия.дуги ©Р 


или ординаты СЁ равна 
1 66--26 
И = 
р и 
У -ы ---— 22 
Умножая ее на РЁ или 2, ты найдешь, что флюкеия площади АР равна 
И 5 86-546 ЕН .. 
° 1 Ь 
И ть. = -- у 9 


| 
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Поэтому, если на ординате СЛ отложить 
136) 


то площадь АСС, описываемая движущейся вдоль АС линией СС, будет равна пло- 
щади АЕЁЕ, и кривая АС будет геометрической кривой. 

Итак, сстаетея найти плошадь АСС. Для того чтобы выполнить это, подеставь 
в последнее уравнение г’ вместо 2”; оно при этом обралится в 


и - Бе, т 
ос 


т ь 
и Ты: 


т. е. в уравнение второго вида одиннадцатого рода табл. П. Сравнивая члены, ты 
толучипгь, что 


ы , 


1 66 - аб Ь 
ф==1, е—-- 66 — э Е р й=—, 
‘так что 
1 ИИ Ьз а _ 
ИУ 1+ > 22 ==, и-= р Хх =н 
и 
Я в 


а 
Очевидно, что Ср=а, РР=н и --8==/. Построение можно выполнить сле- 


д\ющим образом: 

Воеставь в точке © перпендикуляр ОК, равный ОА, и через точку ДР про- 
веди Н1, параллельную ОК и равную ОР. Линия КТ, ва которой оканчивается НТ, 
будет коническим сечением, и ограниченная им площадь НТКО будет относиться к иско- 
мой площади АЕЕ, как Бка или как РС к СА. 

Заметь, что если изменить знак $, то коническое сеченляе, дуге которого равна 
прямая СЁ, обращается в эллипс, а если кроме того взять еще = —а, то эллипе 
обратитея в круг, причем линия КТ становитея прямой, параллельной 40. 

После того как таким образом найдена и построена площадь какой-либо кривой, 
следует найти доказательство построения, чтобы очищенная, насколько это возможно, от 
алгебраических выкладок теорема стала отделанной, изящной и достойной опубли- 
кования. Существует общий метод доказательства, который я попытаюсь пояснить на 
следующих примерах. 


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПОСТРОЕНИЯ В ПРИМЕРЕ У 


На дуге РО (фиг. 47, табл. Х) возьми точку 4, бесконечно близкую к Л, 
и проведи 4е и 4т, параллельные ОЕ и ОМ и пересекающие ОМ и АРври]. 
ОЕе4 будет моментом площади РРЕР, а Г.М] — моментом плошади ГМКР. Проведи 
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радиус АО и прими бесконечно малую дугу Да за прямую. Тогда треугольники Рра 
ин АГРЬ будут нодобны, веледетвие чего 

Ро: ра:: АГ: БО; 
Яо 

РН: НЕ:: СА: АЁ, 


ар: ГО:: МЫ: БЕ, 
и, следовательно, 

Рр: ра:: МЬ: ВЕ. 
Поэтому 

р х ОЕ =рах МЬ, 
т. е. момент Р.Ее равен моменту [Мия]. 

Так как доказанное справедливо для всех одновременно порожденных моментов, 
то ясно, что все моменты площади РРЁЕР равны всем одновременно порожденным 
моментам площади РЕМК, а поэтому равны составленные из этих моментов самые 
площади, что и требовалось доказать. 


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПОСТРОЕНИЯ В ПРИМЕРЕ 11 


Пусть (фиг. 45, табл. 1Х) ШЕе4 есть момент поверхноети АНРЕ, а АарА 
одновременно порожденный момент сегмента 4АОРН. Проведи радиусе РК и пуеть ае 
пересечет АК вс. Тогда 

| | 6: Оа:: Ср: РК. 

Кроме того 
2С:04А(2РК):: АС: ЬЭЕ; 
значит 
Се: 2ра:: СВ:2РА :: АС: БЕ, 
И 
Сех ВЕ =2рах 4С. 
(зпусти на продолженный момент периферии /4, т. е. на касательную круга, перпендикуляр 
АТ; тогда ТА будет равно АС". Итак, 2рах ас=2рах А! = учетверенному 
третгольнику 440. Поэтому учетверенный треугольник 4аВ=Сех РЕ = моменту ОЕе4. 
Таким образом любой момент пространетва АНОЕ вчетверо больше одновремевно 
порождаемого момента сегмента 1РН, в силу чего вее это пространство вчетверо 
больше всего сегмента, что ип требовалось доказать. 


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПОСТРОЕНИЯ В ПРНМЕРЕ 1У 


Проведи (фиг. +6, табл. 1Х) се параллельно и бесконечно близко к СЕ; проведи 
также касательную к гиперболе сё и опусти на АР перпендикуляр АМ. На основании 
природы гиперболы 

СА: ЗР:: РА: АМ, 
и поэтомт 
АО: СЁа:: САч: РЁч (наи 4Ру):: АРа: АМф, 
откуда посредством деления 
АС9: АТа (РЕ): : Ач: АМ — АР (МКА). 
и посредством обращения 
са: АР:: РЕ: МК №. 
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Но площадка ОЕеЯ относится к треугольнику СКс, как высота ПЕ к половине вы- 
1 
9 
сятея ко всем одновременно порожденным моментам пространства РАС, как АС 


соты КМ, т. е. как Аа к — АР. Поэтому весе моменты пространства РОЁЕ отно- 


1 

к — АР; следовательно, в том же отношении будут и целые пространства, что и тре- 
и ] 
бовалось доказать 0. 


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПОСТРОЕНИЯ В ПРИМЕРЕ УТ 


Проведи 4с параллельно и бесконечно близко к ПС (фиг. 48, табл. Х) и 
пусть 4с ветречает кривую АЁ ве. Проведи также № и |е, пересекающие ОСври д. 
Но предположению 4) = Е4,„ и поэтому из подобия треугольников Пар и ОСР ты 
будешь иметь: 
рр: (ра) Ед:: СР: (РБ) НТ, 


так что Фр х НГ = Едх СРи, следовательно, ДР Ж НГ (т. е. момент НП): Еж АС 
(моменту ЕР/е):: Еда Ж СР: Е 9 Ж АС:: СР: АС. 

Ввиду того что РС и СА находятся в определенном отношении, а именно 
в отношении поперечной оси конического сечения 00 к поперечной стороне, то в том 
же отношении находятся моменты НА и ЕР{е площадей Н1КО и АЕЁ; следовательно, . 
в том же отношении находятся и самые площади, что и требовалось доказать. 

В доказательствах этого рода следует иметь в виду, что я считаю равными вели- 
чины, между которыми существует отношение равенства. При этом отношение прини- 
мается за отношение равенства, если оно отличается от равенства на отношение нерз- 
венства меньшее, чем какое угодно данное. Так, в последнем доказательстве я предпо- 
ложил, что треугольник Ё4 Х АС или ЁЕЧ{ равновелик пространству Л_ЕеГ вследствие 
того, что между ними нет отношения неравенства (ибо разность Ё9е будет 
бесконечно мала или равна нулю по сравнению с этими пространствами). По той же 
причине я принял, что ОР Х НТ= НИЙ, и эналогично в других случаях 192). 

Я использовал метод доказательства, в котором равенство или наличие данного 
отношения между плошадями кривых выводится из равенства или наличия данного 
отношения между их моментами, потому что он имеет некоторое сродетво с методами, 
обычно применяющимися при таких обстоятельствах. Однако мне представляется более 
естественным и согласным с природой вещей тот метод, который основывается на поро- 
ждении поверхностей посредетвом движения или флюксий ®. Оеновываяеь на нем, 
доказательство построения в примере П можно, например, провести следующим 
образом. 


По природе круга (фиг. 44, табл. 1Х) флюксия прямой ОТ относитея к флюксии 
прямой ГР, как АГ к ГЛ), а по природе кривой АСЕ: 
АТ: 1) :: ОГ. СЕ" №. 
Поэтому | 
СЕХ 12= Хх ГР. 


Но СЕХ ГО. равно флюксии площади АСЕ, а РГЖ [Р равно флюкеии площади РОГ. 
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Поэтому площади эти, порожденные посредством равных флюксий, должны быть 
равны, что и требовалось доказать. | 

Чтобы лучше пояснить это, я добавлю доказательство построения, © помощью 
которого мы определили площадь циссоиды в примере Ш. Мы предполагаем, что линии, 
‚обозначенные на чертеже (фиг. 45, табл. ГХ) пунктиром, стерты. 

Проведи хорду ОО и прямую ОР, представляющую собой асимптоту цие- 
соиды. По природе круга Ш0д=АОХ 0С. Поэтому (согласно проблеме 1) 


2р0х ор —= 49Ж ОС, вследствие чего 
А9:92::200: 0С. 
Далее по природе цисвоиды 


ЕО: РА:: АО: ОП: 
- еледовательно, 


ЕР: РА:: 200: 06 
ЕО Хх 06—=Арх 200=4Ж—- Арх 09". 


Так как РО перпендикулярна к вращающейся вокруг А линии АЛ в ее конце 


1 чи - 
и АР Хх 9 равняется флюксии, производящей площадь 4000, а вчетверо боль- 


шее ЕД Хх С9 равняется флюксии, производящей циссоидальную площадь ОАЕБО, 
то гростирающаяся до бесконечности площадь ОАЕДО оказывается в четыре раза боль- 
ше другой площади АДО%Ф, что и требовалось доказалъ. 


ПОУЧЕНИЕ 


С помощью приведенных выше таблиц по флюксиям их можно ‘определять не 
только площади кривых, но и величины другого рода, порождаемые посредством сходного 
течения; основой при этом служит следующая теорема: 

Величина какого-либо рода так же относится к единице того же рода, как пло- 
шадь некоторой кривой к единице поверхности, если флюксия, производящая эту вели- 
чину, так же относится к единице ее рода, как флюкеия, производящая площадь, 
к единице ее рода, т. е. как прямая, движущаяся перпендикулярно вдоль абециесы и 
описывающая площадь (или ордината), к линейной единице. Поэтому, если какая- 
либо флюксия выражается через такую движущуюся ординату, то величина, 
произведенная этой флюксией, выразится через площадь, описанную этой ординатой, 
или же, если флюксия выражается через те же алгебраические члены, что и ордината, 
то произведенная ею величина выразится через те же члены, что и описанная площадъ. 
На основании этого в первом столбце таблиц следует отыскать уравнение, выражающее 
флюксию некоторого рода, тогда значение #, находящееся в последнем столбце, предета- 
вит собой произведенную ею величину. 


92 р | 
Допустим, например, что и 1-- 94а представляет собой флюксию некоторого 


рода. Положи ее равной у и, чтобы привести ее к форме уравнений, имеющихея 
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в таблицах, напиши 2' вместо 2: тогда 


1—1 9 т 
1 —. — 
° и Ра” у 


‚Это уравнение первого вида третьего рода табл. Т. По сравнении членов получается, 


9 
что @=1, е=1, = и значит 


а 
_Ва-182 те +9 ен 


9 8 18 
Поэтому флюкесией И т + порождается величина ЕЕ ы ТИ 1+ 92 а. 


162 


Точно так же, если бы флюкеия выражалась через 1-- ‚ то после 


надлежащего приведения этого выражения (а именно вынесения 23 за знак радикала 
2 


и замены 2 3 через 2") получится 


1 16 
71 2" -- 2 — У 
39а 3 


Это уравнение второго вида пятого рода табл. П. 


Сопоставление членов дает, что @ = 1, е== ы и /=1. Поэтому 
943 
2 НИ 
—- 1 тб 3 —2а 
23 ===, =, 5 = $ ==. 
2" т =_ о т 


ав 


По определении этих величин мы узнаем и величину, производимую  флюк- 
2 


®› 1 3 ^ 
сией: т -- ‚ взяв ее'в том же отношении к единице ее рода, в каком нахо- 
943. 
3 
дитея площадь —-5 к единице поверхности, или (что сводится к тому же) предпо- 


ложив, что { означает уже не поверхность, но величину другого рода, которая отно- 
сится к единице своего рода, как эта поверхность к едичице поверхности. 


2 


Так,  допустив, что 1-- ь- выражает собой линейную флюксию, 

Заз 
я буду считать, что $ выражает собой более не поверхность, но линию, которая, например, 
находится в том же отношении к линейной единице, что и площадь, выражаемая (соглаено 


10 зак. 3006. Ньютон. 
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Зе ОИ 
таблицам) через $, к единице поверхности, или которая получится, если приложить эту 
плошадъ к линейной единице. Еели эту линейную единицу положить равной е, то длина, 


., .. 35 
произведенная вышеуказанной флюксией, будет у 


Основываясь на этом, наши таблицы можно столь же хорошо применять при 
определении длин кривых, объемов производимых ими тел и всяких других величин, 
как и при определении площадей. 


О ВОПРОСАХ, ОВЯЗАННЫХ С ЭТОЙ ПРОБЛЕМОЙ 
|| 


Приблиэюенно определить площади кривых механическим путем. 

Метод заключается в таком сочетании значений площадей двух или более пря- 
молинейных фигур, чтобы они образовали значение, по возможности близкое к криво- 
линейной площади. 

Так, например (фиг. 49, табл. Х), найдя для площади АРГОВ круга АРО,. 
выражаемого уравнением х — 24 = 22, значение 


3 
2 т 1 
——* — — 21 — 
3 5 28 72 
следует найти значения нескольких прямоугольников, как значение прямоуголь-- 
5 7 9 
ет 


ника ВОЖАВ или У х—хх или д — а" — 5 —— я 


т ит. д., и зна- 


З 


— 


чение прямоугольника АД Ж АВ или ху т, или т " 

Затем все эти значения следует умножить на различные буквы, выра- 
жающие собой неопределенные числа, сложить их вместе и сравнить члены этой суммы 
с соответствующими членами выражения для площади АРОВ, стремясь к тому, чтобы 
оба эти выражения стали насколько возможно близкими к равенству. Например, при- 
веденные выше параллелограмы умножаются на е и [; сумма их будет: 

Не = 1 > 1 и 


17" — 5 02 —5 22? и т. д. 


Из сравнения членов этой суммы со следующими: 


те т 
—— 2 2 2 о 2 
получается, что 
2 1 1 о о 4 
о 


4. ' . 
Поэтому = ОВХх ВА- т РА хХ АВ почти = площади АРОВ. Действительно. 


_2. 4 2 1 
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По вычитании этого выражения из плошадли АРГОБВ останется в качестве 


ошибки только 


1 7 13 
072 907? ит. д. 


Точно также (фиг. 49, табл. Х), если бы АВ была разделена в точке Ё попо- 
лам, то значение прямоугольника АВ Хх ПЕ было бы 


3 >. 3 >. 9 ^^ 27 439. 
о ЛИ — жа — . Д., 


№ 


РЕ-РЗАР 
а это в сочетании с прямоугольником ОДА Хх АВ дает, что ТЕ А АВ = 
3 5 
> т 


1 
— А Б: бка е —— 4: . . 
площади АРОВ; при этом оши сть ЛИШЬ 560“ -- 760 й т д, чю 


всегда меньше, чем всей площади даже в том случае, когда АРГДОВ есть чет- 


1 
1500 
верть круга. 

Теорему эту можно сформулировать так: 

Прямоугольник, построенный на АВ и на ДЕ вместе с пятой частью разности 
между АД и ПЕ, относится к плошади АЕГРЗ, почти как 3 к 2. 

Комбинируя таким образом два прямоугольника АВЖЕДО и АВХ ВО или 
три прямоугольника, или беря еще большее число прямоугольников, можно полу- 
чить и другие правила, тем более точные, чем больше берется прямоугольников. То же 
относится и в плошади гиперболы и любых других кривых. Нередко плошадь можно 
бывает очень удобно выразить даже с помощью одного прямоугольника. Так, если 
в круге, о котором мы говорили выше, взять ЕВ к ВА, как У 10 кБ, то прямо- 
угольник 4АВЖ ЕО будет относиться к площади АРГОВ, как 3 к 2, и ошибка будет 
всего , , 

1 — 1 198), 199 
75”? Г э95о 2? ит. д. ®1®. 


ПП 


По данной площади определить абсциссу и ординатуу. 
Когда площадь выражаетея конечным уравнением, то в этом нет ни малейшей 
трудности. Когда же площадь выражается бесконечным рядом, то для этого следует 
определить корень уравнения, выражающий абециесу. 


. аб . . 
Так, например, для гиперболы, определяемой уравнением , =” ты най- 


‚дешь. что 
д ) фхх ‚, 623 ра: 


0 — а Г аа в 


и т. д. 


если ты пожелаешь теперь по данной площади найти абециесу х, то определи корень 
этого уравнения; ты получишь при этом 


Е. 22 23 р: 25 
= о Гоа Г лы К`9ба А 


10* 
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Если тебе угодно найти также ординату г, то раздели аб на а--х, т. е. на 


г 22 23 24 
(1 -- -- 5 -- ва -- 543 ИТ д, При этом получится, что 
2 22 23 24 


а 2ааф 6а3600 2401463 иг. д. 


© а, ` оо 
Точно так же, найдя в случае эллипса, определяемого уравнением 4.5 — — хх == гг, 
С 


что площадь 


4 5 т 1) 
2 аз а? 2? 4? 1? 4? 2? и т 
= — @* д? —  — . Д., 
3 5с 28 сс 1263 а 
1 
напиши 3 вместо — И ; вместо 21°; тогда 
242. 
32 3 | 
ит.д. 
106 56% 4808 к 
Определив корень 
| |7) 8145 11717 
а ит.д. 
- 106 + 1400 \ 9520058 й 


ты найдешь квадрат его 
144 2246 3238 
ит. Д., 
ии Гр Г 17506 Г 787508 ^” 


который и равен т. 
Подетавив это выражение вместо х в уравнение 


а, .о 
чи Хх —= 22 


и определив корень, ты получишь, что ` 


1 у 1 1 
| и 242 и3 3843 5 40702 27 и тд 
х = = —— [од . . 
56 1756с 295063 
32 
Так, зная площадь, следовательно, 2 и и или —, определяются 
242 


8.бс- 


цисса х и ординала г. Вее это можно применить и К гиперболе, изменив Только Знак 


200 
величины с в тех членах, в которых с входит в нечетных степенях ). 


ПРОБЛЕМА Х 


Найти сколько угодно кривых, длину которых можно выразить с помощью 


хонечного уравнения. 
Путь к решению этой проблемы открывают следующие положения. 


Т 


- Еели (фиг. 50, табл. Х) вообразить себе, что прямая ОС движется так, что всегда 
остается перпендикулярной к кривой 4/1), то все ее точки С, х, дит. д. описывают 
другие кривые СК, хз, 9 ит. д., которые все эквидистантны и перпендикулярны 


® (2 1 
5 этой прямой *°%%. 
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П 


Если эту прямую неопределенно продолжить в обе стороны, то концы ее будут 
двигатьея в противоположных направлениях. Поэтому будет существовать какая-то 
промежуточная точка, которая совершенно не участвует в движении и которую поэтому 
можно назвать центром движения. Эта точка вместе с тем есть центр кривизны кривой 42 
в точке /), о чем мы уже говорили выше. Пусть эта точка будет С. 


Ш 


Если линия АП не есть круг, но искривлена неравномерно, так что, например, 
ее кривизна, больше в направлении к 6 и меньше в направлении к А, то центр будет непре- 
рывно менять свое положение, ближе подходя как в точке К, к более искривленным 
частям и удаляясь, как в точке №, от менее искривленных, и таким образом он будет 
описывать некоторую линию А СА. 


ТУ 


Прямая линия ИС всегда касается линии, описываемой центром кривизны. 
В самом деле, если точка Ш на этой прямой движется по направлению к 5, то ее точка (т, 
расположенная © той же стороны от центра С и приближающаяея в то же время 
к точке К, движется согласно положению П в том же направлении, что точка Г. 
Наоборот, если та же точка О движетея по направлению к ДА, то точка 9, раеполо- 
женная по другую сторону центра С и приближающая к №, движется в направле- 
нии, обратном тому, в котором движется ЛД, т. е. в том направлении, в котором лви- 
галасъ точка (С при первом предположении, когда она приближалась к К. Таким образом 
точки К и Ё лежат се одной стороны линии ОС; но точки К и # выражают собой вее 
без исключения точки, поэтому ясно, что вся кривая лежит по одну сторону прямой 
линии ОС и поэтому не пересекается ею, & только касается ее *”. Мы предположили 
здесь, что линия 0ДА постоявно все более искривляется в направлении ко ивсе менее 
в направлении к А. Еели бы в точке 0) кривизна была наибольшей или наименьшей, 
то прямая ОС пересекала бы кривую СК, но под углом меньшим, чем какой бы то 
ни было прямолинейный угол, а это то же самое, что сказать, что прямая касается 
кривой. В этом елучае точка С есть граница или острие, в котором две части этой 
кривой касаются друг друга, сходясь под наименьшим наклоном, поэтому лучше гово- 
рить, что прямая ОС, разделяющая угол касания, касаетея кривой, а ве пересекает ее. 


у 


Прямая линия СС равна кривой СК. В самом деле, представь себе, что все 
точки этой прямой х, 2т, 3х, 4т и т. д. описывают дуги кривых 7$, 27 2$, 3758, 474$ 
_и т. д. вместе с тем как благодаря движению прямой они подходят к кривой СК. 
'Гак как эти дуги (согласно положению Г) перпендикулярны к прямым, касающимся 
кривой СК (согласно положению ГУ), то они также перпендикулярны и к этой кривой. 
Веледствие этого части линии СА, которые гаключены между этими дугами и которые 
веледетвие бесконечной малости их можно считать прямыми, равны расстояниям между 
этими дугами, т. е. (согласно положению Т) равны отдельным частям прямой СС. 
Прибавляя к равным равные, мы получим, что вся линия СК равна всей‘линии С'(х 203) 204). 
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Ты получилть то же самое, заметив, что всякая часть линии СС последовательно 
накладывается при движении на некоторую чаеть кривой СК и поэтому измеряет ее 
точно так, как обод калящегоея по плоскости колеса измеряет расстояние, которое 
беспрерывно описывается точкой касания. 

Отсюда ясно, что проблему можно решить, взяв произвольным образом какую- 
нибудь кривую А6)А и определяя для нее другую кривую КОХ, на которой всегда 
находится центр кривизны взятой кривой. Опустив перпендикуляры ОВ и СГ (фиг. 51, 
табл. Х) на данную по положению прямую АВ, возьми на АВ какую-нибудь точку А 
и, обозначив.4В =х, а ВД = 9, выбери какую-либо определяющую кривую АД зависимость 
между хи у. Затем согласно проблеме У отыщи точку С, с помощью которой сможешь 
определить кривую КС и ее длинт СС. 


ПРИМЕР 


Допустим (фиг. 51, табл. Х), что уравнение кривой есть ах==уу, так что 
кривая будет аполлониевой параболой. Согласно проблеме У ты найдешь, что 
1 4 у3 


О, 


реа ХИ ранах 


По установлении этих величин кривая КС определится с помощью АГ и ГС, 

а длина ее с помощью ОС. В самом деле, так как мы можем взять точки Ки С 

на кривой КС где угодно, то допустим, что К есть центр кривизны для вершины 

параболы. Предположив поэтому, что АВ и БО, т.е. хиу, равны нулю, мы выведем 
1 


что Вб=-- а. 


Это и есть длина АА или ЮО, после вычитания которой из неопределенного 
выражения для ПС’ останется 


СО или ЕЕ 


Если тебе угодно теперь узнать, что это за кривая и какова ее длина безотно- 
1 


сительно к параболе, прими обозначения К.Г, =г и Г.С ==%; тогда г = АГ —— @ — 


1 (2 
— 3% или 2 = И 5 = 497 ==9у. Поэтому 


ИЛИ 
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< это уравнение показывает, что кривая КС есть парабола второго рода 203). Длина же 


ее, если в выражении СС написать —5 2 вместо 2, будет 


Заре хи оо. 


Эту проблему можно также решить, зная уравнение, выражающее отношение 


между АРи РО*®, гле предполагается, что Р есть точка, в которой пересекаются 
абецисса и нормаль к кривой. В самом деле, обозначив АР=х и РЬ==у, представь 
себе, что СРО, продвинувшись на бесконечно малое пространство, приходит, скажем, 
в положение Ср4. Отложи на СД и Са части СА и (5 одинаковой длины, например == 1, 
и опуети на СГ перпендикуляры Д9 и 6\, из которых первый Ад оторый я пола- 
гаю =2) пересекает Са в {. Доетроив параллелограм 916е и обозначив, как раньше, 
через х, у, г флюксии величин 2, у иг, мы будем иметь: 


ел: АР: :ед [*: 48 |*::90' |*: 299Г : АС * 
и 
АЕ: Рр:: АС:СР. 
Поэтому после перемножения будет 
‚ 99 
Аа: Рр: Од: : СР. 


Но Рр есть момент абециесы, увеличиваясь на который она становится Ар, 
Де — одновременно порождаемый момент перпендикуляра Ду, уменьшаяеь на который 
он становится 61. Поэтому Ле и Рр относятея как флюксии линии Дд(2) и АР (х), 


Т.е. каки и и, следовательно, 


СЁ 
Но ак как __ —__ 
09| * = 9 |= 1 22 и СА=1, 
д—22х 


.=&. 


Далее, какую-либо из трех флюксий х, у иг можно принять за равномерную, 


к которой и относятея другие; пусть х будет эта флюкеия, которая приравнивается 
единице; тогда 
1 — 22 
СР = ——_—_А. 
# 
Сверх того 
СА (1): 49 (г):: СР: РЁ 

и значит 

АС (1): С9(У 1— гг ):: СР: СГ, 
э следовательно, 
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Наконец, если провести 74 параллельно бесконечно малой дуге Ра или перпен- 
дикулярно к ОС, то Ра будет моментом ОР, с прибавлением которого последняя 
становится 47, в то время как АР обращается в 4р. Поэтому Рр и Ра относятся 
как флюксии АР(2) и РО\(У), т. е. как 1 к у. Так как в силу подобия профтоль- 
ников Рраи СА9, СА и 49 или 1 иг находятся в том же самом отношении, то у == 

Отсюда получается следующее решение проблемы. 

Из данного уравнения, выражающего зависимость между х и 9, определи 
(согласно проблеме`Г) зависимость между флюксиями ди у. Положив д=1, ты полу- 
чишь выражение для 9, которому равно г. Написав затем 2 вместо у, найди с помощью 
Носледнего уравнения (согласно проблеме Т) зависимость между флюксиями т, у и 2, 


после чего, вновь подставив 1 вместо х, ты выведешь отсюда г. Найдя эти величины ‚. 
возьми 


1—9% ФОР охбоР-Р 
# 


ОРХУ 1—1 = 01; 


С и будет точкой кривой, любая часть СК которой равна прямой линии СО, пред-. 
ставляющей собою разность касательных, проведенных в точках С и К и перпен- 


дикулярных к кривой Ла *®. 
ПРИМЕР 


Допустим, что уравнение, выражающее зависимость между АР и РО, есть 
ах = уу; тогда прежде всего (согласно проблеме Т) ах==2уу или а=2г. Затем 


. . 22 . 
292 —-2г2у =0 или — и = 2. Отсюда получается, что 


Но вычитании из СРи РГ, соответственно у и х останется 


Ср = — 4^ И АБ а 9%. 
[97 2 ( 

Я вычитаю уи х потому, что, когда СРи РЁ имеют положительные значения. 
то они попадают от точки Р в сторону Ри А и тогда их нужно бывает уменьшить 
путем вычитания положительных величин ПР и РА. Когда же они имеют отрица- 
тельные значения, то они попадают по другую сторону от Р и тогда их нужно увели- 
чить, что также произойдет при вычитании положительных величин ОР и РА. 

Теперь для определения длины кривой, на ‘которой находится точка С, заклю- 
ченной между двумя ее точками К и С, следует найти длину касательной в точке К 
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и вычесть ее из СДО. Пусть, например, К есть точка, в которой заканчивается каса- 
тельная, когда равны СА иДд или 1 и 2, что имеет место, когда абециеса есть АР; напиши 


- 1 
тогда 1 вместо ё2 в уравнении а==2у2 и ты найдешь, что &==2у или — а=у. 


2 
413 1. 
Поэтому в выражении СД, т. е. В — 0 Вместо у напиши —>- а, причем полу- 


1 *› 4 
читея — 4. Это и есть длина касательной в точке К или линии ОС. Величина, 


на которую отличается от нее найденное выше неопределенное значение СД, т. е 
48 1 | . , 
Ща, и есть СС, которой равна часть кривой КС. 

Для того чтобы узнать, что это за кривая, ты поступишь ‘следующим образом: 


От АГ (предварительно изменив ее знах, чтобы она стала положительной) отними АК, 
1 3 3 
те. р @; при этом останется КГ, == — а, что обозначь через $. Затем в выра- 


404 
жении для линии СГ,, которую я обозначаю +, вместо 4уу — аа напиши —— . Отеюда по- 


3 
21 ь 0 — и ИЛИ 16 — 11% 
За 3 27а ’ 


т. е. уже найденное выше уравнение параболы второго рода 209) , 

Если для зависимости между Ги и вывести уравнение неулобно, то достаточно . 
найти длины СРи РГ. Так, например, если для выражения зависимости между АР. 
и РР берется уравнение 


лучитея, что 


Заах -- Заау — у3 = 0; 
то из него (согласно проблеме Г) прежде всего получается 


аа —— ааг — ууг == 0; 
тогда, далее, 
ааг — 92уу — ууг — 0. 
Поэтому 
__  @4 _ 22уу 
^ уу аа — а—уу` 
Отеюда находятся 


1— у 
Ро * и Рё ХС, 
2 
а с помощью этих выражений определяется точка С, лежащая на кривой; длина же` 
кривой, заключенная между двумя точками, определяется разноетью двух соответ- 
- 210 

ствующих касательных, ОС или СР у*“%. 

Если, например, положить а==1 и взять (для определения на кривой какой-- 
нибудь точки С) у=2, то АР или х обращается в 

/3 — Заау 2 1 4 2 


‚=— —_— Р =— — и — — —. 
За 3’ а’ ГО 2 н 21 3 
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Если с целью определить другую точку взять у ==3, то 


1 - 3 1 
АР==6, в ——, * — 956 › РС = — 34 и РР =—Ю-. 


Зная уже эти величины, отними у от РС, причем в первом случае получится — 4, 
а во втором — 87, что и будет представлять собой длины обеих линий ПОС, разность 
которых 83 и есть длина кривой между двумя найденными точками. 

Сказанное относится к кривым, у которых между точками С и сили Си К 
не имеется тех концов или границ, которые мы назвали остриями. В том же случае, 
когда между этими точками имеется одно или несколько остриев (которые можно найти, 
определяя наибольшие или наименьшие значения РС или ОС), то следует по отдель- 
ности найти длины частей кривой, заключающихея между такими концами и точками С 
и К, а затем сложить эти длины друг е другом. 


ПРОБЛЕМА Х1 


Найти сколько угодно кривых, длины которых можно сравнить при помощи 
хонечного уравнения с длийой какой-либо данной кривой или же с ее площадью, 
приложенной в данной линии. 

Проблема решается посредством подстановки выражения длины или площади 
предложенной кривой в уравнение, которым мы пользовались в вышеразобранной про- 
‚блеме для определения зависимости между АР и РО. Но для того чтобы вывести 
отеюда (согласно проблеме Г) 2 и 2, следует прежде определить флюксию длины или 
площади. 

Для определения флюксии длины ее следует положить равной корню квадрат- 
ному из суммы квадратов флюксий абециесы и ординаты. В самом деле (фиг. 52, 
табл. ХГ, пуеть АМ есть ордината, перпендикулярная к абециссе, Л/М№ и движущаяся 
вдоль Мм, и пусть ФЕ есть предложенная кривая, на которой заканчивается АМ. 

Обозначив ММ —=5, МА=рЕи ПО==и, а флюксии их соответетвенно 5, р, и, 
представь себе, что прямая МД переходит в положение пу, бесконечно близкое к пер- 
вому, и опусти на их перпендикуляр 2$. Тогда А5, 57 ит будут одновременно 
порождаемыми моментами линий ММ№, МА и РО, с присоединением которых последние 
‘обращаются в Ли, му и 0. Но эти моменты относятся между собой как флюксии 
тех же линий, и так как угол А57 прямой, то 


—»  —в 
У 5-Е | — Ах 
„Или 
Узи =. 
Но для определения флюксий 5 и # необходимо иметь два уравнения. Одно из 
‘них должно определять зависимость между ММ№и МЕ или между $ ифи из него выво- 


дится зависимость между флюксиями 5 и #. Другое уравнение должно определять зависи- 
мость между ММ или №В данной фигуры и РА или х искомой, и из него можно вывести 


‚зависимость, существующую между флюксиями 5$ или { и флюксией х или 1. 
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Когда и найдено, 9 иг следует определить из третьего принятого нами ура- 
внения, с помощью которого определяется длина РО или у. Затем следует взять, как 
в предыдущей проблеме, 

аи 
Ро=—— У, РГ=ух РО и 0О=ОР- у. 
[21 
ПРИМЕР [| 


Допустим, что 45 — 55 = есть уравнение данной кривой ОВ, предетавляющей 


.. 2 
<0б0й круг; ху==а$ выражает зависимость между АРи ММи 5 и == — завиои- 


мость между длиной данной кривой ФА и прямой РО. 
— 25 


а . . 
И ее 1 
5: и поэтому 


На основании первого уравнения 45 — 255 = или 
05 м . 
5; = Уз -И= и. 


. ия . 
На основании второго 25 = 05 и значит —- ==, а на основании третьего 


2. . 25 
2 и=УЧ, Т.е. =, И ПОЭТОМУ 
3 3 ` 
2 221 __. 
в ЗН “ 
Найдя эти величины, ты должен взять 
1— уу 2 
РС =———^, РГ=ухрРС и ОС=оОРЬ—у или Ре—— 98. 


[2 


Отеюда яветвует, что длину данной кривой ОВ нельзя найти прежде, чем не 
будет дана длина прямой ОС и значит длина кривой, на которой находится точка С, 


и обратно. 
| ПрРимЕР П 


Пусть дано попрежнему уравнение а5 — 5$ = И; положи х=5 и ии — 4ах ==4ау. 


а5 . . 
Из первого уравнения ты, как и выше, выведешь, что 5; =, из второго, что 1 =$5 


Гр . . . . у 
и значит 5: —, а из третьего, что 2% —4а =40у или (исключая %) 1 —=2. 
& ТИ * 911 
Следовательно, — —-—— = 
4 4Н 


ПРИМЕР Ш 


Даны три уравнения: ва = $, а-- 35 =хи д и==у. 


#5 . 
Первое, соответствующее гиперболе, дает, что 0 —=5--5# или — = = $, откуда, 


>И 85 -Н = Уз й=и, 
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а из второго 35==1, так что 
1 __ 
— Уз Н= и. 
98 
Нэконец, третье дает, что 1- и = или же 


+= ИУви= г. 


. ] —___ 
Поэтому, если допустить, что # означает флюксию корня = Узи, причем. 


он тогда =, а ий — 00, 10 №—=, а отсюда 
› 9 1 955 2 р 
24 — 25 —2 щи. 
958 953 


#5 1 
Если подотавить сперва —-— вместо #, затем —— вместо 5 и разделить на 9%, ТО, 


получится 
— 21 


—_—_ {= 
21253 Г 


Когда у и 2 уже найдены, остальное выполняется, как в первом примере. 

Допустим теперь, что из какой-нибудь точки кривой () опущен на ЛМ перпен- 
дикуляр @Т и требуется найти кривую, длина которой определяется длиной, возникаю- 
щей при приложении плошади АМИ к данной линии. Обозначим эту данную линию 
ОВМИ 

Е 

а ее флюксию через и. 

Так как флюксия площади ОНМУ отноеитея к флюксии площади прямоугольного 
параллелограма, построенного на ГМ с высотой Е как ордината или подвижная 
линия МА = описывающая криволинейную площадь, к подвижной линии Ё, опиеы- 
вающей в то же самое время прямоугольник, и так как флюксии и и Е линий и ММУ 
(или 5) или длины, которые возникают при приложении этих площадей к данной линии Ё, 


через ЕЁ, длину ‚ полученную посредством указанного приложения, через ч.. 


. 13 
нахолятея в том же самом отношении, то и. Поэтому следует определить при 


помощи этого правила выражение и; остадьное выполняется, как в предыдущих 
примерах. 
ПРИМЕР ]У 


д что ОВ г 95° 
опуетим, что 9Е есть гипербола, определяемая уравнением ад - =. 


458 . 28$ . 
Отеюда (согласно проблеме Г) еледует, что = ИЛИ = 


Если ты в качестве двух других уравнений теперь возьмешь уравнения х==5: 


{ 


. . $ 
и у—=и, то из первого выведешь, что |1 =$, откуда и = > =— 2‘ 
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р { . { 
Последнее же дает, что # = ИЛИ 2 — = › вследотвие чего 2 = —. Подетавив здесь 


Е 
185 . (15 . ., . . 
и ИЛИ Е вместо {, ТЫ получишь, что Та“: Найдя у И 2, ВОЗЬМИ, Бак прежде, 
[й 
1—9 


—СРиух СР=РГ; тем самым определятся точка С и кривая, на которой 


— 


2 
находятся все такие точки. 

Длина этой кривой определитея на основании длины ОС, равной СР— и, что 
‘мы уже достаточно разъяснили. 

Существует еще другой метод решения этой проблемы, сводящийся в общем 
к тому, что определяются кривые, флюкеии которых либо равны флюкеии предложенной 
кривой, либо же состоят из флюксий этой и других линий. Метод этот иногда может 
быть полезен при преобразовании механических кривых в равные геометрические кривые. 
Замечательный пример этого мы находим в спиральных линиях. 

В самом деле (фиг. 53, табл. ХТ), пусть АВ есть заданная по положению прямая, 
РВ — дуга, ‚движущаяея по АВ как по абецисее и имеющая центр в точке А 
Ара— спираль, на которой всегда заканчивается эта, дуга, 64 — дуга, бесконечно близкая 
к первой, или же ближайшее место, в которое приходит при движении дуга ВО, РС — 
нормаль к дуге 54, 44 — разность этих дуг, АН — другая кривая, равная спирали 47), 
ВН — прямая, которая движетея перпендикулярно вдоль АБВ и заканчивается на 
кривой АН, Фи —— ближайшее место, в которое приходит при своем движении линия 
ВН, и НК — перпендикуляр к 0№. Так как в бесконечно малых треугольниках ДСа 
и НК® стороны ОС и НК равны одной и той же третьей линии ВФ и значит равны 
между собой, а Да и Н№ (по предположению) суть соответствующие части равных 
кривых и значит тоже равны, и углы при С и К прямые, то равны также и третьи 
стороны СЯ и И. Затем, так как 


АВ:ВО:: АЪ:6С:: 46 — АВ (ВБ): — ВО (СС), 


то 
ВХ В , 
АВ 00. 
Вычтя это из Аа, мы получим, что 
вр х ВВ - 
ав—— = 4С = И. 


Обозначь АВ=г, ВД =чц и БН ==у9, а флюкеии их соответственно через 

г, цииу. Так как ВБ, а<, №К суть одновременно порожденные моменты линий ДВ, 

ВР и ВН, от прибавления которых они обращаются в 46, 64 и 61, то эти моменты 

находятся между собой в том же отношении, что и флюксии. Поэтому поставь в послед- 

нем уравнении флюксии вместо моментов и буквы вместо линий и ты получишь, что 
иг 


и — —=и 
2 
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Если принять теперь 2 за равномерную флюкеию или единицу, к которой отно- 
сятся другие флюксии, то уравнение будет: 


Поэтому, если зависимость между АБ и ВО (или между ги и) выражаетея 
уравнением, определяющим какую-либо спираль, то будет дана флюкеия и (согласно 


. „ ° 4% 
проблеме Т), а также флюксия у, которая полагается равной и——_ А это (соглаено: 


проблеме 1) даст линию у или ВН, для которой у является флюксией. 


ПРИМЕР 12°) 


28 

Если дано уравнение спирали Архимеда =, то (согласно проблеме Г) 
22 . % 2 2 . 
= =и. Вычти отеюда > или —_, при этом остаетея —_-==9. Поэтому (соглаено. 

82 . 
проблеме П) а — У: Это уравнение показывает, что кривая АН, которой равна 
спираль А), представляет собой аполлониеву параболу, поперечная сторона которой 
есть 2а, и ордината ВН всегда равна половине дуги ВД. 
ПРИМЕР П 


Если бы была предложена спираль, определяемая уравнением 23 = 0% или 


3 т. 
22 32? 
и —=—__, то мы получили бы отсюда (согласно проблеме Г) ч=———, откуда, вычтя 
а? 2а? 
ЕВ 1 
и 22 22 . в 
—_ или ‚ получили бы —==и. Отсюда мы (согласно проблеме 11) найдем, что 
4? 242 
3 
52 1 . 
= =, т. 6. Вр = ВН; АН будет параболой второго рода. 
За? 
ПРИМЕР Ш 
. а--2 
Еели бы уравнение спирали было 2 „=, то (согласно проблеме Г} 
2&-—- 32 и а--2 
мы имели бы -— — =; если ты вычтешь отсюда — или. ——_, то 
2 Уае-- сз 2 с 


2 
в остатке получишь —— ——— =. 
2 Уае-- с у 
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Ввиду того что величину, порождаемую флюксией у, нельзя найти с помощью. 
проблемы П иначе, как разлагая эту флюксию в бесконечный ряд, я согласно схолии 
проблемы [Х привожу ее к форме уравнений, находящихся в первом столбце. 
таблиц, подставляя 2' вместо 2. При этом предыдущее уравнение переходит 


9.1— 
Ра 


в —— 
2 У авс" 


=, уравнение второго вида четвертого рода табл. 1. По еравнении. 


1 
членов получится, что 4=-5°, е == ас, р==с, так что 


#—2а 
Зе 


Это и есть уравнение геометрической кривой АН, равной по длине спирали АД. 


У а- её =1= у. 


ПРОБЛЕМА ХП 

Определить длины кривых. 

В предыдущей проблеме мы доказали, что флюксия кривой линии равна 
квадратному корню из суммы квалратов флюксий абсциссы и перпендикулярной к ней 
ординаты. Поэтому, приняв флюксию абсциссы за равномерную и определенную меру 
или за единицу, к которой относятся все остальные флюксии, и найдя затем из урав-- 
нения, определяющего кривую, флюксию ординаты, мы будем иметь флюксию кривой, 
по которой (согласно проблеме ПТ) сможем вывести ее длину. 


ПРИМЕР [ 


Допустим, что дана (фиг. 54, табл. ХГ) кривая РОН, определяемая урав- 
нением 
23 [ИХ] 
ва Г 122 У’ 


где, конечно, мы обозначили абсциссу АВ==г, ® подвижную ординату ВД =. 
-Из данного уравнения ты (соглаено проблеме Г) выведешь (положив единицу вместо. 
флюксии г и у вместо флюксии у), что 


Сложив квадраты флюксий, ты найдешь, что 
924 1 `а4 .. 

= 

94 -- 2 + 14424 ? 


а по извлечении корня, что 


ва Г 1ее — 
Отсюда (соглаено проблеме П) 
23 аа 
аа 122 


Здесь # представляет собой флюксию кривой, &а {— ее длину. 
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Поэтому, если требуется найти длину какой-либо части АЛ этой кривой, опуети 
на АВ из точек 4 и О перпендикуляры 46 и ОБ и в выражение # подетавь порознь 
вместо 2 значения 4 и АБ. Разность получающихся при этом результатов 


1 1 
и будет искомой длиной 4). Например, пусть А —= а и АВ =а. Написав —`а 


2 
> [#1 114 
вместог, ты найдешь, что $ == — 54; написав затем а вместо г, ты получишь, что # = 75. ; 
23 = ®» 
из этого значения вычти первое; разность от“ и будет длиной АО. Еели бы было 


1 
дано только Аб = а, а АВ оставалось неопределенным, то мы имели бы для а) 


выражение ы ие -- е 
р аа 122 ` 24` 


Если ты хочешь узнать ту часть кривой, которая выражается через $, то 
‚положи выражение { равным нулю. Тогда ты получишь, что 


24 — а ИЛИ 2 = ы 
_ 12 —_ У 12 
Поэтому возьми р 
АЬ = —= 
12 
23 аа 
и восставь перпендикуляр 64. Тогда длина дуги АБ и будет { или 4192 То же 


самое относится вообще ко всем другим кривым. 
Тем же путем следовало бы итти и в том случае, если бы была предложенл 
пругая кривая с уравнением 
24 аз 
р =. 
@3 а 3222 у 
Отеюда получалось бы, что 


Е 
&3 3222 


Точно так же, если бы было дано уравнение 


2? 1 > -: 
— —3 О, 2 =— 9, 
а? 
то отсюда получилось бы, что 
3 
75° 1 1 
22 1 — — 
— а? =. 
- —- 542 | 
а 2 
Ра 
Вообще, если ШВ 


4 


8 ы — 
С Г бе 806 = 9, 


где 6 означает любое целое или дробное чиело, то 


2 — 
2 9 


62% — ————_—_ к = 
40606 — 86с 


[. 
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ПРИМЕР П 
Допустим, что дана кривая, определяемая уравнением 


2ав-- 222 
зая 


х У аа-- гг =. 


Тогда (согласно проблеме Г) 

__ 4442 -- Заа23 -|- 425 
—_ Залу 

или (по исключении 1/) 


у Уча. 


Прибавив квадрат этой величины к ое ты получишь 


я 


корень квадратный из этого будет 
222 


1+ = 


Отсюда ты выведешь (согласно проблеме П), что 


ПРИМЕР Ш 


Допустим, что дана парабола второго рода, уравнение которой 


3 
„ э 


28 —ауу или — ==. 


а 2? 


Последнее уравнение дает (согласно проблеме Г) 
1 


т =. 
242 


ИИ ни! 


Но так как длина кривой, порождаемая флюксией [, не может быть здесь найдена 
< помошью проблемы Ш без разложения в бесконечный ряд простых членов, то я 
обращаюсь к таблицам проблемы 1Х и соглаено относящейся в ней схолии нахожу, что 


9= 
‚ _ 84-182 Х и! аа 
и. 


По такому же сповобу можно найти длины парабол, определяемых уравнениями 
25 = 04, 21 — 0146, 29 —= 048 и Т. Д. 


Поэтому 


11 Зак. 3296. Ньютон. 
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ПриИмМЕР У 


Допустим, что дана парабола, уравнение которой 
4 
. 23 
24 — 0/3 ИЛИ ==. 


423 . 
и — У. 
393 
Поэтому 
з 
1+ у -уи = 
943. 


Найдя эти величины, я согласно вышеупомянутой схолии обращаюсь к таблицам и но 
сравнении этих членов с членами второй теоремы пятого рода табл. П нахожу, что. 


1 
28 = т 


) 


Е з 
Здесь х обозначает абециесу гиперболы, у — ординату, $ — площадь, а { — длину 
3 3 32 
которая получается из площади 5 посредетвом приложения ее к линейной единице. 


Таким же путем можно привести к площади гиперболы длины парабол 26 = а, 
28 — @\Т, 210 —= 09 ит. Д. 


ПРИМЕР У 
Допустим, что дана (фиг. 55, табл. ХГ) цисеоида древних, уравнение которой, 


Я — 242 ге о 213) 
Уд=— == 


_ @-22 ХИ ага: = 


922 


ав: Ут уу 


Отсюда (согласно проблеме Г) 


и поэтому 


5: 


1 — 
Если написать 2' вместо — или 2 ", то это выражение обращается в: 


о а. . 


т. е. уравнение первого вида третьего родз табл. П. 
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| 
Сравнивая члены, я нахожу, что 5 == 4, 3 =еи а=[, Так что 


1] — 
==, Уз 32л= и 
2 
и 
2%3° 44 3 
65 — — . ы — $5 =. 


Еели принять @за единицу, с помощью умножения или деления на которую эти 
величины можно привести к дДолЖному числу измерений, то получается 


42 — 25, Уда- Зах = и, —— =, 


Построить это можно следующим образом. 
Пуеть ОТ есть циссоида, ГА диаметр соответствующего круга, АЁ асимптота 
циссоиды и ДВ — перпендикуляр к АТ, пересекающий кривую в ДР. Опиши гиперболу 


ЕЬК с полуосью КА = АТ и полупараметром бА=- АТ, возьми АС средней 


пропорциональной к ВА и АР и в точках С и Т восставь в АТ перпенди- 
куляры СЁ и ГЕК, пересекающие гиперболу в Ки К. Пусть прямые М и КТ 
касаются гиперболы в этих точках и пересекают АГ в Ти Т. На АТ построй 
прямоугольник АТММ се площадью, равной ТКИ. Я утверждаю, что длина 
циссоиды равна ушестеренной высоте ГМ?2%. 


ПРИМЕР У 


Допустим (фиг. 39, табл. УП), что А@4 есть эллине, уравнение которого 


У а-2— 22г==у, и что предложена механическая кривая АГ, природа которой 
такова, что если продолжить Ба или у до встречи с кривой в точке О, то ВО будет 
равно дуге эллипса 44 25. 


Для определения длины этой кривой я беру флюксию уравнения И 4.2 — 222 =, 


прибавив квадрат этого выражения к единице, ты получишь в качестве квалрата 
аа — 4аг —- 822 


флюксии дуги АА величину 8. 
—_— ох 


Прибавив к этому вновь единицу, ты будешь иметь корень квадратный 


аа 
442 — 822?’ 
из чего 
а 


2У а — 922 


представляет собой флюкеию кривой АР. 


11% 
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—1 
Если вывести за знак радикала 2 и вместо г _ написать 2", то это выражение 
примет вид 


а 
Ш 
22 Уаг —2 
т. е. флюксии первого вида четвертого рода табл. ПЦ. Сопоставляя члены, ты обна- 
1 
ружишь, что 4—--@, е = —2 и [=а, веледетвие чего 
2 — — ==, (т — аГХ —Н 

И 

35 4х Зас 1 ри 


тв М че = 


д 


Вот построение этой величины. Проведи прямую @С к центру эллипса С, на АС 
построй параллелограм, равновеликий сектору 4С@; удвоенная его высота будет 
равна длине кривой 4.7. 


ПРИМЕР УП 
Допустим (фиг. 56, табл. ХГ), что АВ =© (№1) и 96 есть гипербола, уравнение 
которой У — а -- 600 = 88, а ТЗ касательная к ней. 
Допустим, далее, что дана кривая Га), абециеса которой АВ веть —, а пер- 
Фо 


пендикулярная ордината которой В равна длине, получающейся при приложении 
площади а6Та к линейной единице. 
Для определевия длины этой кривой ГД я ищу Флюксию площади 06.Га, предпола- 


гая, что АБ течет равномерно, и нахожу ее равной Ив — аа 6 — = (принимая, конечно, 
АВ==ё, а ее флюксию = 1). 


. а а. а 
Действительно, АТ=,.=-. У г, а флюксия ее —— _. Половина произ- 
Е 2 


ДЕ 
®› А р [12 
ведения этой величины на выеоту 86 или — а — представляет собой флюк- 


сию площади а6Т, описанной касательной 0.7. Поэтому эта флюксия равна. “Ша: 


что по отнесении к единице и будет флюксией ординаты ВШ?16. 


— 1606ее_ 


аа — а3г -—- 16 0622 
166622 ” 


32 


Прибавив квадрат этого кединице, квадрату флюксии АБ, ты получишь 


корень квадратный из чего 


1 о чар 
те У аа — а32 —— 166622 


и есть флюкеия кривой ТР. Но — это флюкеия нервого вида седьмого рода табл. П. 
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1 
Сопоставив члены, ты вайдешь, что 15 = 4, аа =е, — а*=={[, 1660 =9 и поэтому 


= и У а— 035—160 5х=и 


‚ (это уравнение конического сечения, скажем НО (№ 2), площадь которого ЕЁРГОСН есть $ 
и в котором ЕР =хи РО = м). Далее, 


Ти 1655 — а ам = 


а 


(это уравнение другого конического сечения, скажем ЛГ (№3), площадь которого 
ТКТ,М есть си в котором [К =ЕЁи АГ ==5). Наконец, 
Заафо — а36о — ат — 4аа6ьс — 324665 

6461 — а4 | 


Поэтому, чтобы узнать длину какой-либо части Ра кривой УР, опусти на АВ 
перпендикуляр 46 и положи 4р=ег. Затем с помошью только что найденного 
определи значение 1. Далее, возьми АВ=г и при этом снова определи 1. Тогда 
искомая длина ОЯ выразится разностью этих двух значений $. 


ПРИМЕР УШ 


Допустим, что дана гипербола с уравнением У аа-- 522 =. 


. 62 (Е 
Отсюда ты будешь (соглаено проблеме Г) иметь, что У Или ————— 


Прибавь квадрат этого выражения к единице. Корень квадратный из этой 
суммы будет 
и аа 622 Г 0622 _, 
аа —- бег | 


Так как этой флюкеии в таблицах нет, то я обращаю ее в бесконечный ряд. 
Деление сперва дает 


3 БИ" 
— 22 — 24 — 26а 
 — 1 | — 22 я —2 вит. д. 


а извлечение корня затем приводит к уравнению 
. 6 468 -0 `801-- 465 - 05 
{—=1 |. 52 а п ЕАО - 26 ит. д. 


м —— 


‘ баа^ Зал 1606 
Отеюда находнтся (согласно проблеме П) дуга гиперболы: 
3 й 80+ 5 в. 
по 0 М И ина д, 
баа 40а4 11246 


Если бы был предложен эллипе Уаа— 022 = у, то следовало бы веюду изменить 
знак при 6 и для длины его дуги получилось бы 


‚4% Вы, 8—4 


4 . 
23-5 сит д. 
баа - 404 ТГ 11246 д 
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Подобным же образом, если положить вместо $ единицу, получится длина дуги круга, 


именно 
325 


г ы -- 52 ит. д. 
баа ’ 404% ‘ 11208 
Все числовые коэфициенты этого ряда можно без конца находить се помощью непре- 
рывного перемножения членов следующей прогрессии: 
1ЖЕ 3Ж3З 5Ж5 71Х7 9х9 
2Ж3’ 4Ж5’ 6х7’ 8х9’ 10хи 


ит. д.21). 


ПримЕР ]Х 


Допустим, наконец, чо дана (фиг. 57, табл. ХГ) квадратрива УХЕ, вершина 
которой есть 7; пуеть А — центр и АГ — радиус соответствующего внутреннего круга, 
а угол ГАЕ прямой. Проведем через А какую-нибудь прямую АКШ, ветречающую 
круг в А, а квадратрису в Д, и опустим на АЕ перпендикуляры КС и ОВ. Обозначь 
КР =х, ГА==а, АС =, ВБ = у. 

Тогда, как в предыдущем примере, 


23 325 527 


— ИТ. {. 

т 2 бад 10а Г 11246 д 
Определив отсюда корень, ты получишь, что 
223 25 дл 

— бад ' 120094 504008 


Вычти квадрат этого выражения из АК или аа. Тогда квадратный корень 
из остатка, т. е. 


8 = 


ит. д. 


хх 14 26, 
м ИТ. Д. 
аа 2403 712042 , 


будет равен СК. Так как согласно природе квадратрисы 
АВ = К =х 
и так как 
АС: СК:: АВ: ВО (у), 
то, разделив 4АВЖоОК на АС, ты получишь, что 


ба 2% а 249 я 
За 458 94508 ^^ 


Следовательно (согласно проблеме 1), 
2х 443 4.55 т 
== ммм м . Ц. 
У За 458 81508 т 
Прибавь квадрат этого выражения к единице и найди корень из суммы, который 


оудет равен 9х 1424 604.6 


Я ыы .Д.=Ь 
"Эда К 405 " 12757508 ИТД 


Отеюда (согласно проблеме П) можно получить дугу квадратрисы $ а именно: 
253 1455 6045" 


Ур — 27 1 Г 004 _ 
РТ -57од 1 209544" 39309508 


И Т. Д. 
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ВВЕДЕНИЕ 


Я здесь рассматриваю математические величины не как состоящие из крайне 
малых частей, но как описываемые непрерывным движением. Линии описываются и произ- 
водятся описыванием не через приложение частей, но непрерывным движением точек, 
поверхности — движением линий, тела — поверхностей, углы — вращением сторон, вре- 
‘мена — непрерывным течением, и также обстоит дело и в других случаях. Эти обра- 
зования поистине коренятся в сущности вещей и ежедневно наблюдаются нами в дви- 
жении тел. Таким же образом объясняли и древние образование прямотгольников 
посредетвом движения подвижных прямых вдоль неподвижных 218) 219), 

Заметив, что возрастающие и производимые возрастанием в равные времена 
величины оказываются большими или меньшими в зависимости от большей или меньшей 
скорости, с которой они возрастают или производятся, я стал искать способ определения 
величин по скоростям движения или приращений, с которыми они производятся. Назвав 
эти скорости движения или приращений флюксиями, а величины, ими произво- 
димые, — флюэнтами, я постепенно налиел в- продолжение 1665 и 1666 гг. метод 
флюксий, которым здесь пользуюсь при квадратуре кривых 720). 

Флюксии — относятся почти как приращения флюэнт, произведенные в равные и 
крайне малые частицы времени и, точнее` говоря, ‘находятся в первом отношении 
зарождающихея приращений. Однако их можно представить любыми пропорциональными 
ИМ ЛИНИЯМИ. 

Пусть, например (фиг. 1, табл. ХП), площади АВС, АВШОС описываются орди- 
натами ВС, ВО, перемещающимися равномерным движением вдоль основания АВ. Флюксии 
этих площадей будут относитьея между собой как описывающие ординаты ВС и ВО, 
и могут быть представлены этими ординатами, потому что эти ординаты находятся 
з том же отношении, что рождающиеся приращения площадей. 

Пусть ордината ВС перемещается с0 своего места ВС в какое-нибуль новое 
место 6с. | 

Достроим параллелограм ВСЕ и проведем прямую ТТН, касающуюся кривой 
з С и ветречающую продолжения прямых 0с и ВА в Ти Г. Только что порожденные 
приращения абециесы АВ, ординаты ВС и кривой линии АСс суть ВЬ, Ес и 06; 
в первом отношении этих рождающихся приращений находятся между собой и стороны 
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треугольника СЁТ. Поэтому флюксии линий АБ, ВС и АС находятея в том же отно- 
шении, что стороны СЁ, ЕТ и ТС этого треугольника СЕТ, и могут быть выражены 
этими сторонами или, что то же самое, сторонами подобного треугольника ГВС. 

Дело сведется в тому же, если взять флюксии в последнем отношении исче- 
зающих частей. Проведем прямую Сс и продолжим ее до К. Еели прямая 6с вернется 
в свое прежнее место БС, то при совпадении точек С и с прямая СК совпадет 
с касательной СНЫ и исчезающий треугольник СЁс в последней своей форме станет 
подобным треугольнику СЕТ и его исчезающие стороны СЁ, Ес и Сс окажутея, на-- 
конец, между собой в том отношении, в котором находятся СЁ, ЕТ и ТС, стороны 
другого треугольника СЕТ. Следовательно, в этом отношении находятся и флюкеии 
линий АБ, БС и СА. Если точки С и с отетоят друг от друга на какой-либо малый 
промежуток, то прямая СК мало отетоит от касательной СН. Для того чтобы прямая СА” 
совпала с касательной СН и нашлись бы последние отношения линий СЁ, Ес и СС, 
необходимо, чтобы точки С и с сошлись и совершенно совпали. В математике 
не следует оставлять без внимания и самые малые ошибки 27 222) 228). 

Подобное же рассуждение показывает, что если вдоль абециесы В равномерно 
движется под прямым углом к ней круг, описанный из центра Б радиусом БС, 
то флюксия произведенного тела 4БС булет пропорциональна производящему кругу, 
а флюксия его поверхности — окружности этого круга, умноженной на флюкеию кри- 
вой АС. В самом деле, в то самое время, когда тело АВС образтется движением 
этого круга вдоль абециесы АБ, движением окружности этого круга вдоль кривой АС’ 
образуется также и его поверхность. Вот также нижеследующие примеры применения 


этого метода. 
1 


Прямая (фчг. 9, пиюбл. ХТГ) РВ, вращаясь вокруг данного полюса Г, пересекает 
другую прямую АБ, заданную по положенчю. Ищется отношение флюксий этих 
прямых АВч РВ. 

Пусть прямая РБ передвйнулась 0 своего места РВ в новое РЬ. На № 
беретея РС, равная РБ, и к АБ проводится РД так, что угол РР равен углу 6БС. 

Веледствие подобия треугольников 0ВС и РО приращение ВФ будет относиться 
к прирашению СЪ, как Рок 60. 

Если теперь Ро вернется на евое первоначальное место РБ, так что нти при- 
ращения исчезнут, то последнее отношение исчезающих величин, т. е. последнее“ отно- 
шение Рё к 10, будет равно отношению РБ к ДВ при прямом угле РОБ. Поэтому 
в том же отношении находится флюкеия .1 к флюкеии РВ 22%. 


П 


Прямая (фиг. 9, таол. МГ) РБ, вращаясь вовруг данного нолюса, пересекает 
две заданные по положению прямые АБВ чи АЕ в Ви Е. Ищется отношение 
флюксий этих прямых АБ чи АЕ. 

Пуеть врашающаяся прямая РБ передвигается со своего места в новое Рё, 
пересекающее прямые 4В и АЁ в точках 6 и е. Проводится прямая ВС, параллель- 
ная 1Е и встречающая Рф в С. Тогда РВ будет относитьея к ВС, как Ао к Ш, 
% ВСк Ее, как РВ к РЕ, и, если перемножить отношения, Б к Ее, как 46 ХРВ 
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к Ае ХРЕ. Если теперь прямая Рб вернется на свое первоначальное место РБ, то исче- 
зающее прирашение БЬ будет в том же отношении к исчезающему прирашению Ее, 
как АБХ РВ к АЕХ РЕ. Поэтому в том же отношении находится флюксия прямой АВ 
к флюксии прямой АЁ. 

Отсюда следует, что если вращающаяся прямая РВ пересекает в точках Ви Е, 
какие-либо заданные по положению кривые, а подвижные теперь прямые 41Би АЁ` 
касаются этих кривых в точках пересечения Би Е, то флюксия кривой, которой 
касается прямая АБ, относитея к флюксии кривой, которой касаетея прямая 1 Ё, как 
АВхХ РВотносится к АЕ Х РЕ. Это же будет происходить и в том случае, если прямая РВ 
постоянно касается какой-либо заданной по положению кривой в подвижной точке Р 25. 


Ш 


Величина х течет равномерно. Гребуется нити флюовсию величины г”. 
В то же время, когда величина х в евоем течении обращается в х-—- 0, вели- 


чина 4” переходит в х--0", т. е. соглаено методу бесконечных рядов в 


1, фт оно 
а” пох" * -—5— оо" Ч ит. д. 


Приращевия 


И 2 


9—1 —п 7—2 
ои пох —5— 00.5 -- ит. д. 


относятся между собой, как 


ки Е = - ит.д. 


Если теперь эти приращения исчезают, то последнее их отношение будет Г 


1 


к п" `, и поэтому флюксия величины х относится к флюксии величины 5’, как 1 


кие" Г 226. 

Пользуяеь методом первых и последних отношений, можно се помошью аналогич- 
ных рассуждений получить в любых случаях флюксии как прямых, так и кривых 
линий, а также флюксии поверхностей, углов и других величин. Подобное построение 
анализа посредством конечных величин и исследование первых или последних отношений 
нарождающихся или исчезающих конечных величин согласно с геометрией древних 719, 
и я желал обнаружить, что в методе флюксий нет необходимости вводить в геометрию 
бесконечно малые фигуры. 

Можно, правда, провести анализ на каких угодно фигурах, и конечных и бес- 
конечно малых, которые представляют себе подобными исчезающим, так же как и на 
фигурах, которые в методах неделимых обычно считаются бесконечно малыми, но 
только при этом следует действовать е должной осторожноетью 7227. 

Найти по флюксиям флюэнты — задача более трудная и первый шаг решения 
равнозначен квадратуре кривых, 0, которой я некогда и написал нижеследующее 22%). 


РАССУЖДЕНИЕ О ЕВАДРАТУРЕ ВРИВЫХ 


Неопределенные величины я рассматриваю ниже, как возрастающие или убы- 
вающие в непрерывном движении, т. е. как притекающие или утекающие. Их я 060-. 
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значаю буквами 2, у, 7, и, а их флюкеии или скорости возрастания — теми же буквами, 


но пунктированными: 2, у, х, и. У этих флюкеий также существуют флюксии или более 
или менее быстрые изменения, которые можно называть вторыми флюксиями 2, 9, х, и 


И обозначать следующим образом: 2, 9, &, и; первые флюксии этих величин или третьи 


флюкСиИ г, у, х, и можно обозначать 2, 9, 2, и, & четвертые — 2. И х и. Подобно 


тому какг, 1, ;, и СТТЬ флюксии величин г, 9, 2, %, а эти — флюксии величин 2 У, т, и, 
а эти флюксии первоначальных величин 2, У, х, ч%, так и эти вели- 
чины можно рассматривать как флюксии других величин, которые я обозначаю через 


у г 7: г и и 


2, у, <, ц, & ЭТИ — как фалюкени других 2, ‚1, т, и, и эти опять — как флюксии других 


7 Е ИГТ ИТР * 


г, /, т, и. Таким образом 2, 2, г, ада, 2 и т.д. обозначают ряд величин, из кото- 
рых каждая последующая есть флюксия предыдущей и каждая предыдущая есть флюэнта,, 
имеющая своей флюксией послехующую. 

Таков ряд 


У=—2 Ура Утв Ув Увшлв Утв 
& также ряд 

аг-2е  @а2-Нае а2-Нг2 аг -- гг аг -[- гг аг --- 22 

— и — — : — д ® ®о ... 


, — 
Я — 2 Я — = и— > а — 3 и — 2 @ — 


Следует отметить, что всякая предыдущая величина в этих рядах выражает 
площадь криволинейной фигуры, для которой прямоугольной ординатой служит по- 
следующая величина, а абсциесой г. Например, У аг— 22 есть площадь кривой, орди- 


ната которой есть У аг — 22 иабецисса г. К чему все это — выявитен из нижеследующих 
лоложений -29. 


ПОЛОЖЕНИЕ 1 


ПРОБЛЕМА 1 


По данному уравнению, заключающему сколько либо флюэнт, найти флювсии. 
РЕШЕНИЕ 


Важдый член уравнения умножается на показатель степени каждой содержащейся 
в нем флюэнты и при отдельных умножениях одно основание степени заменяется на 
‘свою флюксию. Сумма всех произведений со свойственными им знаками составит новое 
уравнение. 


ОВЪЯСНЕНИЕ 


Пусть а, 6, с, 4 и т. д. — величины определенные и неизменные и предла- 
тается какое-либо уравнение, содержащее флюзэнты 2, у, х и т. д., например: 


28 — хуу-- аа — 63 = 0. 
Сперва члены умножаются на показатели степеней х и при отдельных умно- 


жениях вместо основания степени или 5 в первом измерении пишетея 5; сумма произ- 
зедений тогда будет 3555 — уу. То же делается в отношении 7у и получится — 225у. 
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То же делаетея в отношении 2 и получится а42. Сумма произведений полагается рав- 
ной нулю и получаетея уравнение: 


Зах — хуу — 2хуу -- ааг = 0. 
Я утверждаю, что этим уравнением определяется отношение между флюксиями. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 


В самом деле, пусть о есть очень малая величина и пусть ог, 0%, 0х суть моменты, 
т. е. мгновенные одновременные приращения величин 2, у, 2. Если теперь флюэнты 
суть 2, у, 2, то через момент времени по возрастании на свои приращения 02, 09, ол 
они обращаются в 2-|- ог, у-- оу, «-- от, каковые после введения их в первоначаль- 


ное уравнение вместо 2, у, х дают уравнение: 

23 -- Зллхох | Зтоохх - 00048 — хуу — охуу — л0уу — 

— 25009у — 200уу — хоооуу — ва ааог — 68 = 
Отсюда вычитается первоначальное уравнение и остаток делится на 0. Тогда 

Захх -- Зххох -- 2300 — хуу — 2туу — 250уу — лоуу — 100чу -- ааг = 0. 
Пусть величина о бесконечно уменьшается; тогда по пренебрежении исчезающими 
членами останется | 
Злхх — хуу — 2хуу —— ааг = 0, 


230) 
что и требовалось доказать”. 


Болекхкьнполное ОБЪЯСНЕНИЕ 
Таким же образом, если бы уравнение было 


3 — хуутаах Уал— уу — в = 
то получилось бы 


Заид — уу — Эхуу | аа х Иах— уи=0. 


Если ты хочешь здесь освободиться от члена У ах— уу, то положи Уах —уу==г; 
тогда ах —уу==гг и вогласно приведенному положению 


аз —9уу==922 ИЛИ ми — 2, 
# 
т. е 
ах — у Уз ОИ 
— @2 — 1/4. 
27 ах — чу Ш 
Поэтому 


вх — Заауу 
2У 92 — уу 
Повторяя операцию, переходят ко вторым, третьим и дальнейшим флюксиям. 
Пусть уравнение будет: 


Задх — хуу — уу -- — 0. 


23 — 24 -- 44 = 0. 
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Первая операция дает: 


2? + Згууу — 4223 = 0; 
вторая 
2/3 б2ууу -—- Згууу -- вгууу — 4228 — 12222 == 0; 
третья 


28 -- Эгууу + Эгууу-- 182ууу-- ууу —- 18гууу —- 
-- беууу — 4223 — 862222 — Э4ааза == 


Когда таким образом переходят ко вторым, третьим и последующим флюксиям,,. 
то удобно рассматривать какую-либо величину как равномерно текущую и вместо ее- 
первой флюксии писать единицу, & вместо второй и следующих — нуль. Пусть уравне- 
ние будет, как и выше, 


а — 2-й =0 


и 2 течет равномерно, & ее флюксия есть единица. С помощью первой операции по- 
лучаетея 

уз З2ууу — 423 =0; 
с помощью второй 


вууу- Згууу-- вгууу — 1222 =0; 
с помошью третьей 


Эууу —- 18ууу -- Згууу Е 18гууу-[ 62° — 242 =0. 
Относительно этого рода уравнений следует иметь в виду, что флюкоии в от-- 
дельных членах бывают одинакового порядка, т. е. пли весе первого: и, 2, или 


все второго: о, уу, =, 22, или вое третьего: у, ИУ, И, ИЗ, у) уг, уе, 23 ит. д. Там, где 
дело обстоит иначе, следует пополнить порядок с помощью подразумеваемых флюксий 
непрерывно текущей величины. Так, последнее уравнение по дополнении до третьего 
порядка будет: 


9еууу + 18гууу -- Згууу + 18гууу - 62,3 — 94223 == 0. 


ПОЛОЖЕНИЕ Г 


ПРОБЛЕМА П 


Найти кривые, допускающие квадратуру. 

Пуеть (фиг. 1, табл. ХП) АВС есть искомая фигура, ВС — прямоугольная 
ордината, а 4Б — абецисса. Продолжим СВ до Л так, чтобы ВО ==1, и достроим 
параллелограм АБОС; флюксии площадей АВС, АБШС будут в том же отно- 
шении, что ВС к ВБР. Пусть будет взято теперь какое-либо уравнение, определяющее 
зависимость между площадями; тогда согласно первому положению будет дана также 
зависимость и между ординатами ВС и ВД, что и требовалось найти. 

Примеры этому имеются в двух последующих положениях. 
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ПОЛОЖЕНИЕ Ш 


ТЕОРЕМА | 
Если вместо абециесы АВ и плошади АД или АВЖ1 писать без различия 


= и вместо 
е-|- =” | 92" 1" ит. д. 


> 9 >. 
писать А и если ФЕ м есть 2 А`, то ордината 
--9 231) 
„3 9—1 7>^— 
Все” =" =" В ит.д. на В". 
п 2 Чао 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 


А. 
В самом деле, если 2 Ви, то согласно положению 1 получится 


° 6— }. 0 ъ 
2—1 В ла ВВ" 
^. — 
Вместо Ё^ в первом члене уравнения и вместо 2 во втором напиши ВВ" 
2 ‚ тогда 
ОНИ 
б2В-л2В на Эй ВИ. 


В =е- [2 + 92" 12” и т. д. 
Отсюда согласно положению | 
В —= пре" 1-1 Эпдаа”" "| Зайаа "1 —- ит. д. 
Если подставить эти выражения и написать ВО или 1 вместо 2, то получится 


--9 9 +8 ит. д. - 
3 — — 
9 |” 92” р" на 21 == и ВС. 
п 2 3 п ит. д. 


Что и требовалось доказаль. 
ПОЛОДЕНИЕ ТУ 
ТЕОРЕМА П 
Если АВ, абецисса кривой, есть 2 и если вместо е + [2” -[- д" —- и т. д. пишетея 


Но 


* Х 
В, вместо В -| 12" | тг” -- и т. д. пишется 5, а илощадь кривой есть 2.В'5*, то 
ордината ВС = 


+8 8 
0 Ш \ 9% |. неныь. * 
+ | -- 2) 
+ | 
4) м ПП! 2-0 
Ноя Нью - 2%" | ; на 2, 
-ы | 
8 О И 
т] 0 | | 
-- 2% -- Лит } -- 2 пота 
+2 -- 2 


Доказывается по образцу предыдущего положения», 
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ПОЛОЖЕНИЕ У 
ТЕОРЕМА Ш 


Если АБВ, абециеса кривой, есть 2, вместо е-|- 2” | де" -- р" и т. д. пИ- 
ва 2 
шется В, ордината же есть 2’ "В" на а-- 52” 1 с2”" -- 42°" -- ит. д. иесли положить 


0 


===), НА 5, 5-РА=Ь ЕРА=и ШТ. Д., 


то площадь будет 2 В на 


1 

9 
- уе 

ВБ 57А 
= 7% 

1 Же 

ев Х/В—9 
+ п 22" 

2 Же 
ав -Е2х/0—П--1ХуВ — ийА 
3" 

т 3 же | 

15-8 ЖАРЕ 2Х 96 [«ЕЕЖ АВ м 
+ 4 Же 
ит. д. 


А, В, С, О означают здесь полные. по порядку полученные коэфициенты отдельных 
членов с их знаками | и — , а именно: 


А — коэфициент первого члена 


В — коэфициент второго члена 


С — коэфициент третьего члена 


1 о . 
ел ХЕВ-ША 99 
т гг2 же 
и Т. Д. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 


Пусть будут согласно третьему положению 
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Ординаты кривых 


9 9 `` ит.д. \ 
1. @е [Аг Аг” КА” 
9 
Не 2% 3 й ит. д 
+8 +0 —-9 -+ ит. д. 
2. еВг” -+т РВ2"+т 9Вг”-+ ит.д. 
-® п +2 ит. д. |на 9—1 р! 
+9 о,, 9 - ит. д. | 
ее. . еС=”" +2029” + ит. д. 
2% -Нт ит. д. 
—-6 3 -- ит. д. 
4. еее. ед =" 
3 ит. д. } 


Площади кривых 
1. 42 В, 
2. Ва р» 
3. Са а 
4. ет р. 
Еели положить сумму ординат равной ординате 
о фе" | са” Е 42°" итд. нае В, 
_то сумма площадей 
2’ В на А+ Вл + 02" 2" ит. д. 
окажется равной площади’ кривой, имеющей эту ординату. Поэтому приравняем соот. 
ветствующие члены в ординатах; тогда получается: 
а = 9е.А, 
р —= 6-Е” х А 0-- п жеВ, 
с=0-|- 2 Х 9 А -- 0 - п -- м ХВ 0-2, ХеС 


и т. д.; отсюда 


[91 
А=--, 
ь—б-- Аж х ГА 
— в-Риже 
соо ВЕ 2 ХА Вим ХВ 
О 2 же 


Так далее до бесконечности. 
0 
Теперь положи — ==”, х--А=5, 8 = ит.д. и в выражении плошади 
у 
2 В на А- Ва" С" ра" ит. д. 


напиши найденные выражения для 4, В, С; тогда и получится предложенный ряд. 
Что и требовалось доказать. 
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Следует отметить, что каждая ордината разлагается в ряд двумя способами. 
‚В самом деле, показатель » может быть или положительным или отрицательным. 


Пусть предложена ордината 
ЗЕ — [22 


22 у ф-та ^ 


.-Это выражение можно написать либо так: 
5 


-> _- 
Х ЗЕ — 12 Ж Е — 22--тг3 | , 
либо так: , 


#Ж АЕ 32° т — 1-е 1 " 


91 -= 


© 


В первом случае 


Я— 3, 6—0, с= —[ е=ёЁ [=0, 9=—Ь й=т, =, 
5 3 4 
=— 9 — =— —— — 7 =— — — —-- = 
в = 1, 1 5, 0 5 г, 5 1, # о и —=0 
Во втором 
а=—= —ф 6=0, с=3, е=т, [= —Ь 9=0, й=1, =, 
= —1, 9—1=1, 0—2, = — 9, ‚=—15, —= —1, =. 


Необходимо исследовать оба случая. Если один из двух рядов обрывается и заканчи- 
вается из-за наступающего, наконец, отсутетвия членов, то получается площадь кривой 
в конечном виле °°), Так, в первом случае этого примера по замене в ряде выраже- 
ний @, 6, с, е, [, 9, |, ^, 0, г, $, Ь и их значениями вее до бесконечноети члены 
после первого исчезают и для плошади кривой получается 


о $ — [22-—- т23 
— 8 


и площадь эта веледетвие отрицательного знака прилегает к абецисее, продолженной 
за ординату. 

В самом деле, всякая положительная площадь прилегает как к абециссе, так и 
к ординате, отрицательная же приходитея на противоположную сторону ординаты и 
прилегает к продолженной абециссе; при этом, естественно, сохраняется знак ординаты. 

Таким образом один из рядов, а иногда оба вместе, всегда заканчивается и 
оказывается конечным, если кривая допускает геометрическую квадратуру. Нели же 
кривая не допускает такой квадратуры, то каждый из рядов продолжается до беско- 
нечности и один из них будет сходиться и приближенно давать площадь, кроме тех 
случаев, когда (вследствие бесконечности площади) ” есть или нуль, или число целое и 


я = 


отрицательное, или когда — равно единице. Еели — меньше единицы, то сходитея 
е 


ряд, в котором показатель ® положительный. Если же — больше единицы, то сходится 


другой рад. 
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В первом случае площадь прилегает к абециссе, проведенной до ординаты, во 
втором — к абециссе, прололженной за ординалу. 

Заметь вдобавок, что если ордината есть произведение рационального множителя () 
и неприводимого иррационального множителя В” и при этом основание В иррациональ- 
ного множителя не является делителем рационального множителя (), то ^. —ти 


В" ==. В". Если же основание В иррационального множителя является однократным 
делителем рационального множителя, то 


Х—1=т--1 И В В, 


‚если двукратным делителем, то 


если трехьратным делителем, 10 
. . }— = 
А-В 1 = 7 


и т. д. 

Если ордината есть неприводимая рациональная дробь со знаменателем, соста- 
вленным из двух или многих членов, то следует разложить знаменатель на все его 
простые делители. И еели среди них имеется какой-нибудь такой делитель, что между 
другими ему нет равного, то квадратуру кривой получить нельзя 236); если же существует 
два или больше равных делителя, то следует один из них отбросить, и если еще 
другие два или больше окажутся между ‚собой равными и неравными первым, то. 
еледует и из них отбросить один; так же надо поступать и ео всеми другими равными 
делителями, если их будет еще несколько. Затем остающийся после этого делитель 
или произведение всех остающихся делителей, если их существует несколько, следует 


положить вместо В и его обратный квадрат Ц‘ вместо В, а в тех случаях, когда 

это произведение есть квадрат или куб, или биквадрат и т. д., то основание следует 

принять за А, а взятый отрицательным показатель степени 2, 3 или 4 принять 

за ^. А ордината должна быть приведена к знаменателю В?, Аз, В+ или 15 ит. д. 
Например, пусть ордината есть 


25 —- 24 — 823 , 
252—523 —22- 82—4' 


ввиду того что дробь неприводима и знаменатель имеет равные делители, а именно: 2— 1 
8—1 г—Тиг--2, 2-29, я отбрасываю по одному делителю каждой из величин 
и произведение остальных 2 —1, 2—1, 2--2, т.е. 23 —82--2, полагаю вмеето ДА, 

7-4 ® 1 —2 
а его обратный квадрат -р= ИЛИ А 


: —}. 
нателю 1? или В`^ и тогда получается 


р И 
вместо А’. затем привожу ординату к знаме- 


12 зак. 3996 — Ньютон. 


175 РАОСУЖДЕНИЕ О КВАДРАТУРЕ КРИВЫХ 


Поэтому 


Если подставить эти значения в ряд, то площадь будет 


2+4 


28—22’ 


так как во всем ряду все члены после первого исчезают. 

Если, наконец, ордината — неприводимая дробь и ее знаменатель представляет 
собой произведение рационального множителя @ и неприводимого иррационального. 
множителя В”, то следует определить все простые делители основания А и отбросить 
по одному делителю каждой величины, & на остальные делители, буде таковые ока- 
жутея, следует умножить рациональный множитель (©. Еели результат окажетея равным 
основанию В, или какой-либо его степени с целым показателем, который пусть будет т, то, 


Ая и ВВ ”“". 
Так, например, если ордината есть 
345 — 942 -- 9431.5 — 9923 — 641% 
-— ОНИ 
4а— хх х У а -- 94% — @%#— 3 
то основание А иррационального множителя или 
43—- 49% — 945.5 — 23 
имеет делителями величины двоякого рода 
а-я, ал 9—1. 
Поэтому я отбрасываю по одному делителю каждой величины и на остающийся делитель, 


4-х умножаю рациональный множитель 49 — тх. Вследствие того что произведение: 


43 —^ 914% — 45% —43 равно основанию А, я полагаю т =1, и отеюда, так как х есть. 
4 


4 3 
получаетея \-—1 = —-. Ноэтому я привожу ординату в знаменателю А и. 
) . 


1 
Е ) 
получается 


© | + 


20 < 36 аб Ве р Ба — Та — 6028 Х ЧЕ ев °. 


Отеюда ( — 346, р — 2405 И т. д., с = 43, == 94 ит. д., 9—1 —=0, 6—1 — Ж. 
=, Х==1, ‚==, ‚=, ц —=0. Еели подетавить эти значения в ряд, то. 
площадь будет 

394л-Р 3.3 


ООО 
У - 945 — че — 2 


так как во всем ряду вее члены после третьего исчезают. 


2 
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ПОЛОЖЕНИЕ УТ 


ТЕОРЕМА ЛУ 


Пусть АВ, абециеса кривой, есть 2 и вместо е-Р |2” -Р д" -- 12” ит. д. 
2 3 
пишется А, а вместо #-|- 12" | же” --рг” ит. д. пишется ©. Пуеть, далее, ординала. 


Ал 5 
есть 2 'В`'Ж5"" на а 62" с7"-| 42" ит. д. Прямотгольники, образуемые. 
членами е, Г, убит. д. и К, р, т, рит. д., пусть будут 


её ТК 9 Ш ит. д., 
4 Н Я М итд,, 
ет фт дут фт ит. д, 
ер [р 9 № ит. д. 
Численные коэфициенты при этих прямоугольниках будут соответственно: 
=, А =, 8--А=Ь А =и ит. д. 
п 
Ни =5,, ви =, ии, ии’ ИТ. Д., 
и, Рожи’ они”, и Рь=а” ит.д, 
[“ -- и, — %”, 14 -|- о, — 10””, $0” -- ц, — к”, с” -- \ — ‚"" И т. Д. 
Площадь кривой получится такая: 
а 
В А с. _ 
2 Во’ на -- ут 
1 Ь— 14 
И 
—5'6 „ 
—- ). -- 1 х Ро 
Тез рахиВВ- И 
| — 5" + 1х — "ет т 
Г 2 Же 
— олЁ4А 
Е --1Х 946 — 991 
а хье-ихИ —ит 
р 


—- 
ит. д. 


Здесь А означает данный коэфициент первого члена 


ох Жет —5”"т 
--З Хх еЁ 


Зв 
# 


1 
— 4 


® 
со своим знаком 
тей 


+- или —; В — данвый коэфициент второго; С — данный коэфициент третьего и т. д.- 


12+ 
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Из членов а, 6, сит. д., е рдит. д, Е, т и т. д. могут отеутетвовать один 
или многие. | 

Доказывается это положенне по образцу предыдущего и сделанные там заме- 
чания имеют силу и для него. 

Ряд таких положений можно продолжать до бесконечности; способ их продол- 
жения очевиден 23°) 238), 


ПОЛОВЕНИЕ ГП 
ТЕОРЕМА \ 
Вместо е-№ [2 дг” и т.д. напишем, как выше, 1, в выражении для орди- 
наты какой-нибудь кривой 2’ =” В^** значения для 6, м, ео, р дит. д. оставим 
те же, а в качестве с и 1 будем последовательно писать все целые числа. Кели лана 
площадь одной из кривых, которые определяются бесконечным множеством таким 
образом получающихся ординат, когда ординаты содержат корни из двух членов, или 
если даны площади двух из кривых, когда ординаты содержат корни из трех чле- 
нов, или если даны площади трех’ кривых, когда ординаты содержат корни из четы- 
рех членов ит. д. до бесконечности, то я утверждаю, что во всех этих случаях опреде- 
лятся площади всех кривых. Членами я здесь считаю все члены, стоящие под радикалом, 
как недостающие, так и имеющиеся в наличности, показатели степени которых образуют 
арифметическую прогрессию. Так, ордината У а! — 42° 2“, у которой между а4 и 
— 423 недостает двух членов, ; олжна приниматься за пятичленную, но Ум за дву- 


18 р 
членную, а и а* —|-- 24 — от За трехчленную, ибо здесь прогрессия возрастает на боль- 


ние разности. Положение это доказывается следующим образом: 
СЛУЧАЙ Т 
Пусть ординаты двух кривых суть 
6—1 .,^—1 8-1 2—1 — 
р и ХЕ", 


а площади 2.4 и 4Б, причем Р есть трёхчленное выражение 


енг". 
‚ 9 г»). < .. 
Так как, по положению ПТ, 2 А’ есть площадь кривой, ордината которой есть 
9 0 о ИВ 
бо | 02” ва", 
Ни -2).я 


то вычти первые ординаты и плошади из последних ординаты и площади. Тогда в ка- 
честве новой ординаты кривой останется 


2 1 
1" 97” нае В", 


$ 


; 
а в качестве площади =’ В* —РА — 946. 
в 2 
Полагаем Фе =р и 8/-[-\/ =; тогда ордината окажется „92“ на 11, 


т, р 
а площадь 2 П`— 664 —В/В —)»|/Б. Раздели обе величины на 09-—2%и9 и полу- 
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ченную таким образом площадь обозначь через С. Тогда хС будет при любом г 


площадью кривой с ординатой 72” "В". И совершенно так же, как по плонадям 
РА и аВ, мы нашли площадь 7С, воответетвующую ординале гг” 1; можно 
по площадям 9Ви С найти четвертую площадь, положим $0), соответствующую 
ординате 521" -1 р" и так до бесконечности. Такого же рода прогрессия ведет 
в обратном направлении от площадей Ви 4. 

Если из членов 6, 6-м и 0 --2Ап какой-нибудь отсутствует и обрывает ряд, 
то за начало одной прогрессии берется площадь 2А, а за начало другой — площадь 
4В и из этих двух плошадей определяются вее площади для обеих прогрессий. И на- 
оборот, от`двух других принятых площадей с помощью анализа можно возвратиться 
к площадям А и ВБ, так что по двум данным определяются и все другие. Что и 
требовалось получить. 

Здесь мы имеем случай кривых, у которых 6, показатель г, увеличивается или уменъ- 
шается через беспрерывное прибавление или вычитание величины *. 

Другой случай относится к кривым, у которых показатель ^ увеличивается или 
уменьшается на единицы 233). 

СЛУЧАЙ Т 


9—1 А 6 — 
Орхинаты теперь суть р’ 1^° и 4921" №и им соответствуют площади р 
и аВ. Если ординалы помножить на П или е-+ [2-4 42”, & затем снова разделить 


на И, то они обратятся в 
фе Ног” рдг" на 2—1 р 1 
И 

де” + аЁг”" Е дд=" на 2—1 р^-1. 


. В у,^ .. « 
Соглаено положению Ш а2 Г есть площадь кривой, ордината которои есть 
8 8 о «А 
бае а в0=” на 1", 
2. п НА 
а 22” А^ — плошадь кривой, ордината которой есть 
| 40 +6 . о 
ре п БЕ" Ёп" на". 
п Нл Е 
Сумма этих четырех площадей есть 
А 
рава т" р, 


а сумма соответствующих ординат: 


--8 ] 9 | -- 8 ) 
Вае  @ 9 т 69 | 
т | м | 2% 2 "| 
+6 
ре бет р р 99 | на 9—1 ул 
7” НА 
РГ | 29 | ее: | 


4 | Ч |... ... 


Если положить равным нулю отдельно первый, третий и четвертый члены, то первый 
даст Вае-- ре =0 или — 04 =, четвертый — 06 — пб — 2^п6 = 4, а третий (путем 
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2 .. 
исключения ри 9) =. Поэтому второй коэфициент будет 
лЛпаГ — 4^паде 
Г 7 


а значит, сумма четырех ординат будет 


\патР — 4АПа9е би 1—1 
Г у | 


и сумма стольких же соответствующих площадей 


А 
а ВЕ р 21” № — ва А — и р адВ. 


Е 
Если разделить эти суммы на 
ЛпорГ-—- А^\таде 
т 


и обозначить затем второе из обоих частных через 7), то ) будет площадью кривой, 
ордината которой есть первое частное 


-тЬ—1 х р" 


Таким же образом через приравнивание нулю всех членов ординаты, кроме первого. 
может быть найдена площадь кривой, ордината которой есть 


й- 1 р^—1 


Обозначим эту площадь через С. И таким же образом, как по площадям 4 и В найдены 
площади Си ДО, из этих последних можно найти и другие Е и Г, соответетвующие 
ординатам 

2—1 р“? И = т—и р? 
и так далее до бесконечности. 

Обралным анализом можно притти от площадей Е и Гк площадям С и Г), а от 
них к площадям А и Вик другим, следующим в прогрессии. Поэтому, если показатель ^ 
увеличивается или уменьшается путем беспрестанного прибавления или вычитания еди- 
ниц и если из площадей, соответствующих получающимея таким образом ординатам, 
имеются две простейшие, то определяются и все другие до бесконечности. Что и тре- 


240 
бовалось получить ). , 
СЛУЧАЙ Ш 


Если имеют место сразу оба эти случая и возрастают или убывают как показатель 6 
путем беспрерывного прибавления и вычитания п, так и показатель ^ путем беспре- 
рывного прибавления и вычитания единицы, то определятся площади, соответствующие 
отдельным получающимея ординатам. Что и требовалось получить. 


СЛУЧАЙ ТУ 


Вели ордината состоит из четырех членов под радикалом и даютея три площади, 
или если ова состоит из пяти членов и даются четыре площади и т. д., то все площади, 
которые могут быть образованы путем прибавления или вычитания числа я для пока- 


зателя @ или единицы для показателя ›, определятся с помощью подобных же 
ссображений. 
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То же относится и к кривым, ординаты которых состоят из двучленов, когда 
виесте с тем дается площадь одной из этих кривых, которые не допускают геометри- 
ческих квадратур. Что и требовалоеъь получить. 


ПОЛОЖЕНИЕ ТШ 


ТЕОРЕМА У 


Вместо ера" д" -Р ит. дд и Е" тг" ит. д. напишем, как выше, 


+ , 
227 1 данные зна- 


[ и 5, в выражении ординаты какой-нибудь кривой 2 
< иу поеле- 


чения ©, #, ^, в, е, |, 9, № [т и т. д. оставим те же, а в качестве о, * 
довательно будем писать все целые числа. Если будут даны площади двух кривых, кото- 
рые определяются таким образом построенными ординатами, когда дир двучлены, или 
если будут даны плошади трех кривых, когда А и © вместе состоят из пяти членов, 
или площади четырех кривых, если А и © вместе состоят из шести членов и т. д. 
до бесконечности, то я утверждаю, что во всех этих елучаях определятся площади 


всех кривых. 
Доказываетея это по образцу предыдущего положения. 


ПОЛОЖЕНИЕ 1Х 


ТЕОРЕМА УП 


Нлошади кривых, у которых ординаты находятся в обратном отношении с флю- 


ксиями абецисе, равны между собой. 
В самом деле, произведения ординат на флюкесии абециес будут равны, а флю- 


хсии площадей находятся в том же отношении, как эти произведения. 


КОРОЛЛАРИЙ | 


Если взять какую-либо зависимость между абециссами двух кривых, согласно 
положению 1 найти по ней зависимость между флюксиями абсцисс и положить ординаты 
обратно пропорциональными флюкеиям, то можно найти бесконечное множество кривых 


с равными между собой площадями. 
КОРОЛЛАРИЙ П 


Так, например, всякая кривая с ординатой, равной 
0—1 _® 28 }. 
г нае” 9г"- ит. д, 
если взать любую величину для у и положить — =5 и 2°=а, переходит в другую, ей 
у $ 


8—2 


„  \№ — . 5] у 
равновеликую, с ординалой " нае Ге’ -- 9х” ит. д.`. 
КоРОЛЛАРИЙ Ш 
Всякая кривая с ординатой, равной 


= на &-- 0” —- с" - ит.д. Же д" -- ит. д. й 


< 
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п 
если взять любую величину для у и положить 7 ==5 иг =, переходит в другую, ей 


равновеликую, с ординатой 
у 9—7 


—я " наро -ро-- ит.д. жет 9х-- ит. д.^,. 


1% 
КоРОЛЛАРИЙ ТУ 
Всякая кривая с ординатой, равной 
в—1 


2“ на або" ит.д. Же рог ит. д. х 
О В-Е"- т-- ит. д", 


у 5 * >> 
если взять любую величину для Уи положить — ==5 И 2’==.г, переходит в другую, е 
У ° 


равновеликую, с ординатой 
89—17 


у —_—=—ы 


— 2 " На ар са” ит. д. Же-- ре 9’-- ит ДАЖ 
ХЕ И- т-Ь ит, д. 


КБороллАРИЙ У 
Веякая кривая с ординатой, равной 


2 ва ор 92 + ит.д, 


1 .. .. 
если положить — —= 5, переходит в другую, еи равновеликую, с ординатои 


[9 
А 
ны Же-Н Ее "9% "-Р ит.д, 


1 ь ‚® А 
рый 1 — 65 | › 
если под радикалом имеютея два члена, или 
1 7% 21| 
аЯ-ЕтЕ2н» У | э 


если их три, и так далее. 
БороллАРИЙ У\У| 


Всякая кривая с ординатой, равной 
2 т на е-Р ре" Р-н ит. д ХЕ тг ит.д, 


1 . . 
если положить —- ==, переходит в другую, еи равновеликую, с ординатой 


> 


_—_ 


1 ДАТИ ОИС УСИКИ ООО охот С ИСО АИИС УИ 
© СЕ де Кит. ДЖЕН п-т т ит.д. 


3 


ни 
, 5 


ЖА, 


1 и, 1 
р аи» же" 


если под радикалами имеются тва членз, или 


1 АРТ о ЭНА т 
веяние Ж 9-Е Аи" Не ЖЕНЫ, 
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если под первым радикалом имеются три члена и под вторым два члена. Аналогично- 
обстоит дело и в других случах. 

Заметь, что в последних двух королларнях обе равные площади расположены. 
с различных сторон ординат. 

Если у одной кривой илощадь прилегает к абециесе, то равная ей илощаль. 
другой кривой прилегает к продолженной абецисее 211). 


КОРОЛЛАРИЙ УП 


\ 


Если зависимость между ординатой у н абециееой 2 какой-либо кривой опре-- 
делнется некоторым неявным уравнением следующей формы: 


зи _38 > 6 21 „25 
у" на ен и" ит. = 28 на ВЕ ту" а” -- ит. х,, 
то фигура эта, если положить 


© Ц` 

#— 0 1 $5 ) %& — 0 

$ ==-  =-—& И м 
ы аб -|- В®’ 


2 
переходит в другую, равновеликую ей, абециеса которой х определяется по данной орди- 
нате их явным уравнением 


Же ри” ди ы"-- ит. ДАЖЕ т ит. ДГ == 21). 


п 


КорРОЛлЛАРИЙ УШ 


Если зависимость между ординатой 7/ и абециссой 2 какой-либо кривой опреде-. 
ляется некоторым неявным уравнением следующей формы: 


1" На и я т. д. — 
нау” В ту" 2 2 1 итд. ит. д.2 на ра у" ит. д. 


то фигура эта, если положить 


1 $ 46 Г Вп 90 п 
‚д =— —@, рОиНИ И НИЯ И Ем 
> —0 в— 0 


^ 
3 —0 
— 9 


И 


переходит в другую, ей равновеликую, абецисса которой х определяется по данной, 
ординате + уравнением менее неявных: 


я 2 1. 73 2 
и на е--ри Рое т и т. деи” на ВЕ тит ит. д. | 
` ` , 2 
яж’ на ра Ру" пт. д. 


БороллАРИЙ ПХ 


Всякая кривая с ординатой, равной 


9—1 „2 | »— 
ке нае И, 92" "ти и т. т.д. Же” о" ит. т.д. 


= 9х 


жа-ньх ег - { ег’ р" д 1 итд. итд. |. 
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‚если взять 9 —=\^ и положить 


и и о 
д-ег [2 -Рог"- ит. д, 


 —= к 
р 


‹ 


© — — И — 
> 


— 
4 


переходит в другую, равновеликую ей, е ординатой 


ею 
жа. 


Заметь, что первая ордината в этом королларии упрощается, если положить 
‚ =] или положить *==1 и сделать так, чтобы можно было извлечь корень © по- 
казателем ®, или если положить ® = —Т и ^=1 =“ ==5==%, не говоря о других 
‚случаях. 


КОРОЛЛАРИЙ Х 
Напиием вместо 


ег р Рог" ит. д. 


1. ` 
тт’ у-и—1 — 
уе2 {2 
п 2 


| та" -Р ит. д. 


— 2и—1 
ет - Эта" -Н ит. д. 


#н—1 
д" ит.д. 


соответственно АЛ, г, Хи $. Веякая кривая с ординатой, равной 


ФВ нь В о ЬВ", 


у, — У) 4` 
переходит, если положить у — — — 


ф т л—= ®› 
д и 85° == а, в другую, ей 
уч 


равновеликую, с ординатой 


2 Жа-- 5 


Заметь, что первая ордината упрощается, если положить вместо <, си }. или 


р 


„единицы и сделать Так, чтобы можно было извлечь корень с показателем ®, или если 
положить ® = —] ИЛИ % =0 243), 
ПОЛОДЕНИЕ %. 
ПРОБЛЕМА Ш 


Найти простейшие фигуры, с которыми может бъмть зеометричесьи сравнена 
лодая кривая, у которой ордината у определяется по дачной абециссе г явным уравнением: 


СЛУЧАЙ Т 


в— 1 в 
Пуеть ордината есть аг’", площадь тогда будет -5- 42, как это легко выводится 


хоглаено положению \, если положить 


ф—о=е== = =9=й и е=1. 
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СЛУЧАЙ ИП 


Пусть ординала, есть аг” "Же {2 -- 92" -- ит. д. и Еели кривая может 
быть геометрически сравнена с прямолинейными фигурами, то квадратура ее выполняется 
согласно положению У, если положить 2 =0 = с = 4. Еели же это не так, то она преобра- 
зуется в другую, ей равновеликую кривую, се ординатой 


9—1 


м1 
ия" Же ит.д. 
согласно королларию П положения 1%. 


.. „ б9—-я 
Если затем согласно положению УП вычитать из показателей степеней 


и ^—1 единицы до тех пор, пока степени не еделаются возможно малыми, то будут 
достигнуты простейшие фигуры, которые можно получить таким способом. Затем каждая 
из них согласно королларию У положения Г\Х дает другую, являющуюся иногда более 
простой. А из сопоставления их согласно положению Ш и короллариям ГХ и Х поло- 
жения ГХ иногда могут возникнуть еще более простые фигуры. Наконец, из принятых 
за простейшие фигур обратно вычисляется искомая площаль. 


СЛУЧАЙ ГИ 
Пусть ордината есть 
1 


ОИ ПОЗ ВИ 
8—1 и) 21 ` ‚7 зи, 
2 Жаба о- итд. же р 9” итд. . 
Еели квадратура фигуры возможна, то она выполняется согласно положению У. Если 
же это не так, то следует ординату разложить на части 


НЗ 

в Жаже- [е”- 9 ит.д. , 
НН 

2— > Ь Же" д" | ит д. 


и т. д. и найти согласно случаю П простейшие фигуры, с которыми могут быть сравнены 
фигуры, ссответствующие этим частям. В самом деле, площади фигур, Фоответетвующие 
этим Частям, соединенные их знаками -- ий —, составляют всю искомую площадь. 
СЛУЧАЙ 1У 
Пусть ордината есть 
7—1 


—1 н 2, \ 7% эн › 
2 Жа- о" ег" ит. д. Же р 9" итд ЖЖ 
и 
ХЕ" тг" ит.д. 
Если квадратура кривой возможна, то она выполняется согласно положению УТ. Если же 
юто не так, то кривая преобразуется в более простую согласно королларию 1\ положения 1Х 


и затем согласно положению УШ и короллариям УТ, 1Х и Х положения 1Х еравнивается 
с простейшими фигурами, как это имеет место в случаях Пи Ш. 


СЛУЧАЙ У 
Если ордината состоит из различных частей, то следует раесматривать отдельные 
части как ординаты такого же числа кривых и по отдельности выполнить квадратуры 
зсех тех кривых, которые квадрируемы, и вычесть их ординаты из всей ординаты. 
Затем кривая, которая отдельно определяется оставшейся частью ординаты, должна, 
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быть (как в случаях П, Ш и [У\) сравнена е простейшими из тех фигур, © которыми 
она может сравниваться. Сумму всех площадей следует принять за площадь предло- 
женной кривой 243). 


КорОоллАРИЙ 1 


Отеюда следует также, что веякая кривая, у которой ордината нредставляет 
неявный квадратный корень ее уравнения, может быть сравнена © простейшими 
прямолинейными или криволинейными фигурами. 

В самом деле, этот корень веегда состоит из двух частей, которые, раесматри- 
ваемые в отдельности, представляют собой уже явные корни уравнений. 

Пусть будет предложено уравнение 


авуу Е ггуу = 2а3у - 223) — 24. 


з-- 28 аУ 4-1 2423 — 21 
У — аа -—- 22 
а3 —- 23 У 23а — 1 1 
—(—__ И иррациональная часть 
аа-|- 22 ая —- 2= 
суть ординаты кривых, которые на основании этого положения либо могут быть квад- 


рированы, либо же могут быть сравнены с простейшими фигурами, с которыми они 
геометрически сравнимы. 


Корень 


Его рациональная часть 


КорРОлЛлЛАРИЙ ЦП 


Веякая кривая, ордината которой определяется каким-либо неявным уравне- 
нием, которое согласно королларию УП положения 1Х переходит в явное уравнение 
либо квадрируетея на основании этого положения, если только она квадрируема, либо 
же сравнивается с простейшими фигурами, допускающими такое сравнение. По этему 
способу производится квадратура всякой кривой с трехчленным уравнением. В самом деле, 
если это уравнение неявное, то оно из неявного преобразуется в явное согласно корол- 
ларию УП положения [Х и затем, после преобразования согласно короллариям Пи У 
положения ГХ зв простейшее, либо дает квадратуру фигуры, если последняя квадри- 
руема, либо же простейшую кривую, с которой она может быть сравнена. 


КорОлЛлЛАРИЙ Ш 


Всякая кривая, ордината которой определяется каким-либо неявным уравне- 
нием, которое переходит соглаено королларию УШ положения ГХ в неявное квадратное 
уравнение, либо квадрируется с помощью этого положения и его короллария 1, если 
она квадрируема, либо же сравнивается с простейшими фигурами, с которыми она 
геометрически сравнима. 


ПОУЧЕНИЕ 


Было бы очень тягостно при выполнении квадратур фигур всегда прибегать 
к этим общим правилам. Удобней найти раз навсегда квадратуры простейших и наиболее 
употребительных фигур и ввести их в таблицу, и затем образщаться к этой таблице, 
как только явитея необходимость определить квадратуру какой-либо такой кривой. 


Таблица простейших квадрируемых кривых 


Формы кривых 


Площади кривых 


Первая форма 


4" '=у 


Вторая форма 


42" * 


ее -|- ег” | {г 
Третья форма 
1 4" Уе- 12" = у 
2| 42" Усе = у 


3 42" —1 Ие-+ Е” =у 


4 д" 1 Уе-+ 1=" = у 


Четвертая форма 


42" 1 


2 — 
42" 1 


[55 


Зи — 
42°" + 


Ай, — 
д" 1 


У 
У 


—_щ = 
Уе-+ 12" 


1 


Усе“ 


— 9663 -|- 144ее{2"* — 180/72” | 2108г" 


— 96е3 —- 48ееЁ=” — ЗберЁ" -- 301 З8т 


42” —а 
——__кф или = 
пее-|- пе пер-- пГ |= 


^^ 3 = — 
ВР 23 =$ причем В Уе НА 


— 4-6 дрз 1 
157 


10ее — Эдеа -|- ЗО в, 
105% {3 и 


2 
8 — 
94514 8 = 


бе — Ве/з" -- 6”, 


153 


ав = 
105% 
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абециссы ординаты 
[ . 
4-1 а 1 &«9ШВ 
1 ет 9 27 — т о 7 =\и и == > Фиг. 5 
422"-—1 а а ё 
2 о = _— — — == 
Г] с” м2 Ев“ НИ 
3 427-—1 _ „ а —и а — 4 тр в, , 
ет 9 2—2 е-- = РОН 
е-- [2 у е - [2 Г Г п п 
— дд - 
ы —щ 1 
П 2 42? п-т И == И == — 24. 5" 45 — 26% _, 
ее" е-{- 12" "О и + Ру 
3 к 3 1 
Е = с 7 ви Г т п 
4. 1 НИИ 44е 443 44 
—У е-- {= = у = У! ех==ч от #8 28 == „Ана аСрТ или на АРОБ-—ТЬВ 
Фиг. 5, 6, 7 
1 1 —__ 84ее 1, —” Ри = ве 
. —==Фд =— —- — — — —. 
а 1 ОНИ 24 24 24 
—+РИе-Е” =у т= 2 У = елх = и —=8=:=> АРОВ или —@@ ОВ 
ш } * 
—__ 44е ри 44е 
м 1 — — — —_—_ — —— = — —— 
или Так: а У = езх = и НИЕ Хх «арк 
а в _ = — Ч = Х — аб РВ пли ВОРК 
3 ТЕ е-- |2" —=у в = У ЕР ехх=и м ИЛИ 
а 1 Заз — 24из 
4 | ие =у 2—7 У РЕ еаж == и = 
| ———_ И Сава У тех =и ыы на ь Хи --$ = 4 пена РАД или на а@рА 
2 е п 2п — — ел в — 6 =— — 
1 у т” 1 "7 "Г Фиг. 5 
— =—_—_—_—___ Зае ри Зае 
— = — Зае РА 
или так: от У = ежа % т На 5—7 2% — 1. { т на а@арлА 
—_ Че аа У’ етх= и 24 и =} 24 на РОБ АОра 
+1 се фт пт — ру на $ —- %и = —=5 ИЛИ [1 
ТУ 2 1 —__ 44 1 44 
или так: = У # г ехх = и Ри на и = Др на а)Оа 
а 1 —_—__ а а 
: уе 9 —ь == У #-Релх=и „с На 8-20 === на ЗаО@а -- треуг. арВ 
а 1 _ ———_ 10аЁхи — 154[$ — 24еххи 
| мвунЕ о” м7 У еее — и о > 
[ дгт-1 4 а И— 4 —0 
НИ О ОНИ в 8 
е-- {2®-|- д?” у И ря = и 9 т 409 79 — ® 
1 422" —_ 94, Г— 49 25— и 
или так: И == УЕ Ре = „ | 
У } о - ии 
4" | и а —. 9 499 45-28 — Гри 
2 е | {гп —- да? = е—- 2" -- 927" 1 9 о =— | 
| рат | 922" = её“ 
428" р—р- 29г" 29 224 —45— 2% -[ 4с =. | 
Ее 5 _ о Ув тв 
е-{ 12" -—- де?" | Я И * = 
м | ( ЕР 297” т 24 
—_ рр рф=2Жя —ы—ын“———=ы—ы—ы—ыы——ы=ы"ыы"—_„_ц_ц_„_о_о_—— ‚ 
| — 94ет — Шо Из и 
р п—1 2” — реп 9е 2е 45 — 27и — 46-3 
о, |’ ТЕ р. = 
е-|- ]2" | д22т 62 и В & — 
| | 7+ ПИ еее =" | Из+= =. 


Формы кривых 
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Таблица простейших кривых, сравнимых с эллинсом и гиперболой 


Ионические сечения 


Площади кривых 


Конические сечения 
Формы кривых 


Продолжение 


Площади кривых 


абециесы . | ординаты 
7 
[ 4 т = е у ХТ = 4 деео —- З4еро — Задих — 2а[Ги — З4еев —- 44] 9$ 
—Уе- =" = у | У РР | Е 24еро И -- 44495 _, 56 
в = У Ее = 
ЕО ОНИ а 
2 4" Уе- р + д2* — у 2” = ИУе--1=- 95х =ч Ч на «@)В 
УП | п 
| 
— рт о 7 О Тон д аГ 
| 3 4” ЗИ е-- 1" 92 — у 2 = | Уе--/2-г 9х — (И, За 3$ — та $ =$ 
4 Ва, о ——_—_ 649х — 5аР 5а}! — 44е9 
| аг”” Уе- - 92" = у 2" = д Уе-- е- 9хх=и оао “Го би 
——___оодДдд_д_д_доо—о—о—одо—ододффдд шк 
( ] ‚42 * м 849$ — 44дих — ЗаРи Ще 849 арв—тоет. ОВА Фиг. 5 
| Ге" = уе Те риа м тт Чт тот. | 
42-1 - | 
‚ 2 НИ — — 447 з-|- 2а1их -- 44еи _ 
Уи" ° "— ети ев — и © 
УШ да" -—1 у —- зар р — За! из —одеГи 
И ру) — 
и. т 2 = е -|- |х-- длх =и — 4429 —- 44е9 о 
Уе-- [2`-+ 92 41е99 — п !е9 —' 
2—1 —- збае/9 ; —- 84299 т. | 1041 м + 10417 „ 
4 Ус д —9 = Уе- —-9хх = — 15413 — 24/9 — 23 ае 9 — 164ее9 
\ -- 92 241693 — 61/99 
} а” Уе- 1" д д йо 449 — 29 из 98 
ра" = в — т у 10 —1 — 4ей —- 2ей я 
9-Е *е 9-Е йе ПРА —1 
ТХ 
— З 
| о У, и д И ни ; + а — За 
—— п — о %=—и 99 99 __ 
| 9-— №2 9-й й, й —- - у И, 
[ . | 4" `` __ и а — и а / ей — 19 21—45 4 АДСа Фиг. 5,6 
| оны" Уе-еу * Ем" > ть = о. т `° 
Хх ОИ ООО И м — 
ЛИ _ а АР, ей — {9 49$ — 29их -- ее. 
[рые и — Ув и = 
[ 9 9 -- №2 от — 
НИ 
—— т. | ——---— ди=ч 
1 | 42" И +=" = | Увы" — " } \ оаизхе " — 44[8 — 4463 _, 
9 № Ува" = ИР *..-, | пу — пей 
у ) 
ХГ { __ 
%—1 е- |2” / #—# 24 
2 |а И =, Ур ь” = и т Рае и = 
с о -Е зай 
а | д277-1 И +" —у у = / #—#Я Ё —_ из 
п 9-Е №2" = р Та = и №  _ 
ти у — от 
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Такого именно рода — две нижеследующие таблицы. В них г означает абециесу, у — 
прямоугольную ординату, а {— площадь квадрируемой кривой; 4, е, Г, д, 1, п суть 
данные величины с их знаками и —. 


Таблица 
простейших кривых, сравнимых с эллипеом и гиперболой 


Пусть теперь (фиг. 4, 5, 6, 7 табл. ХП) аа) или РОО, или (ШБ, есть коническое 
сечение, площадь которого нужна для квадратуры предложенной кривой. Пуеть его 
центр есть 4, ось Аа, вершина а, сопряженная полуось АР, начало абециее 4 или а, 
или а, абецисса АБ или аБ, или оВ=а, прямоугольная же ордината Б.О) = и, 
= плошадь 4ВОР или аВОС, или «ВОС ==, когда ордината «С находится в точке а. 
Соединим КО, АД, 410), проведем касательную Г.Г, встречающую абециесы АБ 
в точке 7, и достроим параллелограм 4 В.2Р0. Если для квадратуры предложенной 
кривой требуютея площади двух конических сечений, то я обозначаю абецисеу второго 
через Ё, ординату через о, & площадь через с. Знак —— означает разноеть двух величин, 
когда неизвестно, следует ли вторую вычитать из первой или первую из второй. 


В шестой форме вместо ИУ {?— 49 пишется р. 

В этих таблицах ряд кривых каждой формы может быть продолжен в обе 
стороны до бесконечности. А именно в первой таблице в числителях площадей трелъей 
и четвертой форм числовые коэфициенты первых членов (2, —4, 16, —96, 768 и т. д.) 
получаются беспрерывным умножением чисел —2, —4,—6, —8 ит. д., а коэфи- 
циенты последующих членов производятся из начальных умножением их по порядку: 
в третьей форме на 


. 3 5 И 9 11 
а в ии” 
в четвертой же на 
1 2 5 Ч 9 
ОРВИ БОИ: ЖЕ Ты 


Коэфициенты знаменателей 3, 15, 105 и т. д. получаются беспрерывным умно- 

жением чисел 
1, 3, 5, Т, 9 ит. д. 

Во второй таблице ряды кривых первой, второй, пятой, шестой, девятой и де- 
сятой форм могут быть продолжены в обе стороны до бесконечности с помошью одного 
только деления, .& у остальных форм с помощью положений третьего и четвертого. 

С изменением знака числа я эти ряды могут даже принимать другие виды. Так, на- 

| р, НИ 
пример, кривая — Уе-|- /2" = обращается в ——_— Ур 22”. 


—п-1 
2- 


ПОЛОДВЕНИЕ ХТ 
ТЕОРЕМА УШ 
Пусть (фиг. 8, табл. ХП) АБГС есть какая-нибудь кривая с абециесой АВ ==: 


и ординатой Вр =у, АЕКС — другая кривая, ордината которой БЕ равна первонз- 
чальной площади АОБВ, отнесенной к единице, АР/С — третья кривая, ордината ко- 
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торой БР равна второй площади АЕБ, отнесенной к единице, АСС — четвертая. 
кривая, ордината которой ВС равна третьей площади АРВ, отнесенной к единице, 
& АНМ№МС — пятая кривая, ордината которой ВН равна четвертой площади АСВ, отне- 
сенной к единице, и так далее до бесконечности. И пуеть 4, В, С, О, Е ит. д. суть 
площади кривых, имеющих ординаты 7), 2), 2?у, 23у, 24у и общую абецисеу 2 216. 
Дается абециеса АС = и пусть ВС ={—2==4, а Р, 0, В, 5, Т суть пло- 
щади кривых, имеющих ординаты 1/, ху, 4?у, 23, 1%] и т. д. и общую абециесу х. 
Пусть все эти плошади ограничиваются всей ‘данной абециссой АС и данной 
по положению и бесконечно прололженной ординатой СТ. Тогда первая из указанных 
в начале площадей будет 4101С = 4 =Р. вторая АЕКС =1А — Б = 0); третья 
АРТ — АВЕО ВАВИВ ЮР 1 5. 


и. 6 Ь 
НА—413Б-- 6 НС 4-Е 
пятая АНХС = еы РЯ — 5. Г. 


— > [?; четвертая 41а /С= 


КОоРОЛЛАРИЙ 


Поэтому, если возможна квадратура кривых © ординатами у, 2, 22, 23 
и т. д. или 9, 5, 42), 43) и т. д., то также возможна и квадратура кривых АДС, 
АЕКС, АРГО, АСМС и т. д. Нри этом получаются ординаты ВЕ, БР, Ва, БН, 
пропорциональные площадям кривых. 


ПОУЧЕНИЕ 24%) 
Мы выше еказали, что у флюэнт имеютея первые, вторые, третьи, четвертые и. 
другие флюкеии. 
Эти флюксии находятся в том же отношении, что члены бесконечных сходящихся 


—_д_ 
рядов. Так, если флюэнта есть 2” и при своем течении переходит в 2-0 ,‚ то она разло- 
житея в еходящийся ряд 


3 о. 
п п—1 пн — п во , №—ЗИН 2% „о п—3 
2 — пог Е 00 итд 


6 
* 4 (2 (К: .. —1 
Первый член этого ряда 2” будет той флюэнтой, второй пог’ ``—ее первым прира- 
щением или первой разностью, которой при ее зарождении пропорциональна первая 
. —П т — . 
флюксия; третий ——— 002" “ будет вторым прирашением или второй разностью, 


— 


которой при ее зарождении пропорциональна вторая флюкеия; четвертый 
8 2 
и Зи 2% вв? 
6 
будет ее третьим прираацением или третьей разностью, которой при ее зарождении 


248) 
пропорциональна третья флюксия, ит. д. до бесконечности 


Эти флюксии могут быть также представлены ординатами ВО, ВЕ, Ба, БН 


АДВ ., 
и т. к. Например, если ордината ВЕ == будет флюэнтой, то первая ее флюк-. 


АЕВ . 
сия представитея ординатой ВО. Если ВК ==” будет флюэнтой, то первая ее. 
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флюксия представится ординатой ВЁ, а вторая ординатой ВО. Если ВН ==“ 


будет флюэнтой, то ее первая, вторая, третья и четвертая флюксии предетавятся соот- 
ветственно ординатами ВС, ВЕ, ВЕ, ВО. 

Отеюда следует, что из уравнений, содержащих только две неизвестных вели- 
чины, из которых одна есть равномерно текущая флюзнта, а другая — какая-либо флюк- 
сия другой текущей величины, можно с помощью квадратуры кривых всегда найти эту 


другую флюэнту “”. В самом деле, ее флюксия представляется ординатой БО; если 
это первая флюксия, то ищется площадь АРБ = БЕХ 1, если это вторая флюкеия, то 
ищется площадь АЁВ = ВЕ Х 1, если это третья флюксия, то ишетея площадь АВ = 
—= Ва Ж1 ит. д. И найденная площадь будет представлять искомую флюэнту. 

Но с помощью квадратуры кривых можно также найти флюэнты из уравнений, 
которые содержат флюэнту и ее первую флюксию, не содержа второй флюэнты, или же 
содержат две флюксии одной флюэнты: первую и вторую или вторую и третью, или третью 
и четвертую и-т. д., не содержа другой флюэнты. Пусть дано уравнение 


аа == аи -- мц, 


где и= БЕ, и = ВО, г=АВи = ==1. Уравнение это при пополнении измерений флюк- 
сии обращается в 


44 — 92 -- 4445 


или 
дач . 
аи чи  ›` 
Пусть н течет равномерно, так что его флюксия и = 1; тогда 
а, . 
ии “ 
и . . да, . 
Через квадратуру кривой с ординатой и и с абециесой ч получитея флюэнта 
[2 И 


.250) 
Возьмем еще уравнение *51!) 
ав == ви чи, 


причем * = ВЕ, и= ВЕ, ч= ВО иг= АВ. Зависимость между Ви ВЕ най- 


дется по зависимости между и иц, т.е. ВО. и ВЕ, как и в предыдущем примере, а 
затем по этой зависимости найдется посредством квадратуры кривой АЁВ завиеи- 
мость между АВ и ВЕ. 

Уравнения, содержащие три неизвестных величины, могут иногда приводиться 
к уравнениям, содержащим только две неизвестных. В этих случаях флюэнты нахс- 
дятея по флюксиям, как выше. 

Пусть дано уравнение 


а — бт — слу" у 4?" уу. 
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Положим "==; тогда 

а— хх” = сти  аии. 
Это травнение посредством квадратуры кривой, абецисса которой есть х, а ордината 
и, даст плошадь %, & другое уравнение 7/”у=и, при возвращении к флюэнтам, дает 


1 252 
—_ ТЕ =. Отсюда получается флюэнта у >) 


Даже в тех случаях, когда уравнения содержат три неизвестных и не могут 
свестись к уравнениям только с двумя неизвестными, флюэнты иногда определяются 
Фе помощью квадратуры кривых. 


Пусть дано уравнение 
а” 6" |* == тех” у-Езех уу" — ИУ, 
причем 7 =1. Вторая часль 
пед” ту ве у" РИ, 
при возвращании к флюэнтам, будет 
| 
Е ит. 
Это ‘есть, таким образом, площадь кривой с абециесой х и ординатой ах”. +Ь" а". 


5 
Отсюда получается. флюэнта у” 
Пусть дано уравнение 


е " и ___ 


й —1 


‚__ Чу 
Уе-+ ги" 


. —_—_ р 
Флюэнта, флюксия которой есть х Ж ах" -- 55”| , предетавитея площадью кривой, абе- 


т | 


° 1 . 
жало | 


р 
цисса которой есть 2, а ордината аи" 6х” |. 


ау" * 
Таким же образом флюэнта, фаюкеия которой есть и, предетавится ило- 
Уе-ги"` 
. . ау" 
ихалью кривой, абециеса которой 1, а ордината хо, т. е. (на осневании первого 
е-- у” 


29 
случая четвертой формы таблицы Т) плошадью ит ИИ" 


24 ия 
Положи поэтому ‚Г Уе-- №" равным площади кривой, абецисеа которой есть х, 
а ордината ал” --- 6х” Г ‚ тогда получитея флюэнта у. 

Заметь, что всякую флюэнту, получаемую из первой флюксии, можно увели- 
чить или уменьшить на любую не текущую величину. Вели же она ‘получается из 
второй флюксии, то ее можно увеличить или уменьшить на любую величину, для кото- 
рой вторая флюксия равна нулю. Если же она получается из третьей флюкеии, то ее 
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можно увеличить или уменьшить на любую величину, для которой третья флюкеия 
равна нулю, и.т. д. до бесконечности”. 

Если после того как флюэнты определены по флюксиям, имеются сомнения 
в правильности результата, то еледует, наоборот, найти флюксии полученных флюзнт 
и сравнить их с флюксиями, предложенными вначале. Если они окажутея равными, 
то заключение правильно, если же нет, то следует исправить флюэнты так, чтобы их 
флюксии оказались равными предложенным сначала. Ибо флюэнту можно сперва взять 
как угодно и затем исправить взятое, полагая флюксию принятой флюэнты равной 
прелложенной флюксии и сравнивая соответствующие члены. 


‚ 255 
От этих начал простирается путь к большему”. 


13 зак. 3996 Ньютон. 


ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ КРИВЫХ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 


Т 


ПОРЯДКИ ЛИНИЙ 
Геометрические линии лучше всего различать по порядкам 25), соответетвенно сте- 
нени уравнения, которым определяется зависимость между ординатами и абециссами, 
или (что то же) по числу точек, в которых кривые могут пересекаться прямой. Велед- 
ствие этого линией первого порядка будет только прямая, линиями второго, или квад- 
ратного, порядка, будут конические сечения и круг и третьего, или кубического, порядка — 


кубическая парабола, парабола Нейля”?, циссоида древних и другие, которые мы здесь. 
собираемся перечислить. Кривая первого рода (если только прямую не относить к кри- 
вым) то же, что линия второго порядка, а кривая второго рода то же, что линия 
третьего порядка. А линия бесконечного порядка — та, которую прямая может пересечь. 
в бесконечном числе точек, каковы спираль, циклоида, квадратриса и всякая кривая, 
которая производится через бесконечное число обращений радиуса или круга. 


И 


СВОЙСТВА КОНИЧЕСКИХ СЕЧЕНИЙ ПРИНАДЛЕЖАТ КРИВЫМ 
ВЫСШИХ РОДОВ 


Геометры повсюду излагают главным образом свойства конических сечений. Но 


евойства кривых второго и других родов аналогичны, как это выяснится из нижееледую- 
его перечисления их главных свойств. 


1. Об ординатах, диаметрах, вершинах, чентрах и осях кривых второго рода 


Если провести в коническом сечении множество параллельных прямых, ограни- 
ченных им с двух сторон, то прямая, пересекающая пополам две из них, пересечет 
пополам и все остальные и поэтому называется диаметром фитуры, а пересеченные 
пополам прямые называются ордината.ми, сопряженными в диаметром” ® 29). 

Точка схода всех диаметров есть центр фигуры, точка пересечения кривой. 
и диаметра называется вериииной, диаметр является осью, если сопряженные ординаты 
стоят к нему под прямыми углами. 

Таким же образом, если провести какие-нибудь две параллельные прямые, ветре- 
чающие кривую второго рода в трех точках, то прямая, которая пересекает эти парал- 
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лельные так, что сумма двух частей, ограничиваемых кривой с одной стороны секущей, 
равняется третьей части, ограничиваемой кривой с другой стороны, —пересечет таким же 
образом и все другие параллельные и пересекающие кривую в трех точках прямые, 
т. е. так, что сумма двух частей с одной стороны будет всегда равняться третьей 
части с другой. 

Эти три приравниваемые здесь части можно поэтому назвать сопряженными ордина- 
тами, а. векушую прямую, с которой эти ординаты сопряжены, —0а.метром; точку пересе- 
чения диаметра и кривой —верщиеной и точку схода двух диаметров — центром *®°). Диа- 
метр же с прямоугольными ординатами, если только таковой имеется, может быть 


также назван осью. В том случае, когда все диаметры сходятся в одной точке, эта 


С. 1) 262 
точка представляет общий центр”, 9. 


9 Об асимптотах и их свойствах 


Гипербола первого рода может иметь две асимитотьы, второго — три, третьего— 
четыре, но не больше, и так же точно в других случаях. И подобно тому как у кони- 
ческой гиперболы равны части какой-либо прямой, заключенные между гиперболой 
и каждой из двух ее асимптот, подобно этому, если провести в случае гиперболы 
второго рода какую-нибудь прямую, пересекающую как кривую, так иее три асимптоты, 
в трех точках, то сумма двух частей этой прямой, которые проетираютея от двух 
каких-либо асимптот в ту же сторону в двум точкам кривой, равна третьей части, 
которая простирается от третьей асимптоты в обратную сторону, к третьей точке 
кривой. 


6 
3. О поперечных и продольных сторонах’ з) 


В не параболических конических сечениях квадрат ординаты, т. е. прямо- 
угольник, построенный на ординатах, проведенных в различные стороны от диаметра, 
относится к прямоугольнику на частях диаметра, заканчивающихся в вершинах эллипса 
или гиперболы, как некоторая данная линия, называемая поперечной стороной, 
к лежащей между вершинами части диаметра, называемой продольной стороной. 

Совершенно так же для не параболических кривых второго рода паралле- 
лепипед, построенный на трех ординатах, находится в некотором данном отношении 
к параллелепипеду на частях диаметра, отделенных ординатами и тремя вершинами 
фигуры. 

Если в этом же отношении находятся по отдельности три прямые к трем частям 
диаметра, расположенным между вершинами фигуры, то можно назвать эти три прямые 
поперечными сторонами фигуры, & эти части диаметра продольными сторонами. 

И подобно тому как в конической параболе, которая имеет на каждом диаметре 
только одну вершину и у которой прямоугольник, построенный на ординатах, равняется 
прямоугольнику на Части диаметра, расположенной между ординатой и вершиной 
и некоторой данной прямой, называемой поперечной стороной, — подобно этому и для 
тех кривых второго рода, которые имеют только две вершины на’ каждом диаметре, 
параллелепипед, построенный на трех ординатах, равняется параллелепипеду на двух 


частях диаметра между ординатами и двумя вершинами и некоторой данной прямой, 
“ - 264 
которую поэтому можно назвать поперечной стороной ›. 


13* 
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4. Об отношении произведений параллельных отрезков 


Наконец, если в конических сечениях две параллельные прямые, с обеих сторон 
ограниченные кривой, пересекаются двумя параллельными, тоже с обеих сторон огра-. 
ниченными кривой, причем первая — третьей и’ вторая — четвертой, — то прямоугольник 
на частях первой относится к прямоугольнику на частях третьей, как прямоугольник 
на частях второй к прямоугольнику на частях четвертой. 

| Точно так же когда четыре таких прямых встречаются с кривой второго рода 
и каждая в отдельности в трех точках, то параллелепипед на частях первой прямой 
будет относитьея к параллелепипеду на частях третьей, как параляелепипед на частях 
второй к параллелепипеду на частях четвертой. 


5. О титерболичесвих и параболических ветвях и их направлениях 


Все уходящие в бесконечность ветви кривых второго и высших родов, а равно 
и первого бывают либо зиперболического либо пораболического типа. Гипердолической 
ветвью я называю ту, которая бесконечно приближается к какой-либо асимптоте, а пара- 
долической ту, которая лишена асимптоты. Эти ветви лучше всего распознаются с помощью 
касательных. 

В самом деле, если точка касания уходит в бесконечность, касательная гипер- 
болической ветви совпадает с асимптотой, & касательная ветви параболической сама 
удаляется в бесконечность, исчезает и не находится нигде”. Поэтому асимитоты ка- 
5ой-либо ветви находятся с помощью определения касательной к этой ветви в бесконечно 
удаленной точке. Направление же бесконечной ветви находится с помощью определения 
положения какой-либо прямой, параллельной касательной, когда точка касания уда- 
ляется в бесконечность. В самом деле,. эта прямая имеет то же направление, что 
бесконечная ветвь. 


Ш 


ПРИВЕДЕНИЕ ВСЕХ КРИВЫХ ВТОРОГО РОДА К ЧЕТЫРЕМ ТИПАМ 
УРАВНЕНИЙ 


Все линии первого, третьего, пятого, седьмого и вообше нечетного порядка 
имеют по меньшей мере две бесконечные ветви, простирающиеся в двух прямо про- 


6 
тивоположных направлениях” }. Вее линии третьего порядка имеют две такие ветви, 
уходящие в противоположных направлениях, в которых не идет ни одна из других 


бесконечных ветвей (кроме декартовой параболы)”. 


тип т 
Положим, что ветви эти гиперболического типа; пусть (0.45 (фиг. 1, табл. ХШ) 
их асимптота и пусть параллельно ей проведена какая-нибудь прямая СБе, которая 
ограничена с обеих сторон (если это возможно) кривой и рассекается в точке Х попо- 
лам. Тогда геометрическое место точек Х будет конической гиперболой (положим Хэ), 
одной из асимптот которой является АС. Другая асимптота ее пусть будет АВ. 
Уравнение, которым определяется зависимость между ординатой ВС и абецис- 
сой АВ (если АВ означить через х, а ВС через 9), всегда принимает форму: 


гуу--еу= ад хх сх -Р 4. 
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Здесь члены е, @, 6, с, Я означают известные зеличины со своими знаками —- и —› 
и любые из них могут выпасть, но только так, чтобы вследствие их отсутствия фигура 
не обращалась в коническое сечение. Упомянутая выше коническая гипербола может 


совпасть со своими асимптотами, т. е. точки Х могут оказаться на прямой АВ; в этом 


268) 
случае отсутствует член -еу ”. 


ТИП П 


Если прямая СВсне может быть ограничена кривой с двух сторон (фиг. 2, табл. ХЛ), 
но встречает ее только в одной точке и если провести какую-нибудь данную по поло- 
жению прямую 4 В, встречающую асимптоту Абв 4, и затем еще какую-нибудь прямую БС, 
параллельную асимптоте и встречающую кривую в точке С, то уравнение, опреде- 
ляющее зависимость между ординатой ВС и абециесой АВ, всегда принимает форму: 


«у = ад8-Р ва? ед -Р 4%. 


ТИП ТП 


Положим, что противоположные ветви будут параболического типа. Проведем в на- 
правлениях обеих. ветвей прямую СБс (фиг. 3, табл. ХПГ), ограниченную, если это воз- 
можно, с обеих сторон кривой и делящуюся пополам в точке Б. Геометрическое 
место точек В окажется прямой‘линией. Пусть АБ имеет своим концом некоторую дан- 
ную точку 4. Уравнение, которым определяется зависимость между ординатой БС и 
абециссой ВБ, всегда принимает форму: 


уу = а28 | 92? | ех-Р а”. 


ТИПТУ 


Пуеть (фиг. 4, табл. ХПТ) эта прямая СВс ветречает кривую только в одной точке 
и поэтому не может ограничиваться кривой с двух сторон. Пусть эта точка ееть С 
и пусть указанная прямая встречает в точке В некоторую другую данную по положению 
прямую А Б, заканчивающуюся в какой-либо данной точке А. Уравнение, которым опреде- 
ляется зависимость между ординатой ВС и абециссой АВ, всегда принимает форму: 


ао Ре а” 2". 


Названия форм 


Приступая к перечислению кривых этих типов, мы будем называль: 

вписанной зите рболой — ту, которая целиком лежит в углу, образуемом асимптотами, 
наподобие конической гиперболы; 

описанной — ту, которая пересекает асимптоты и содержит в своей впадине 
части абециее; 

смешанной — ту, которая одной бесконечной ветвью вписана, а другой описана; 

стодящейся — ту, у которой ветви направлены друг к другу своими вогнуто- 
стями и идут в одном направлении; 
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расходящейся —ту, у которой ветви направлены друг к другу своими выпу- 
клостями и идут в обратных направлениях; 

имеющей противоположные ветви— ту, ветви которой в противоположных 
частях выпуклы и в противоположных направлениях бесконечны; 

вонхоидальной — ту, которая прилегает к асимптоте вогнутой вершиной и рас- 
ходящимися ветвями; 

змеевидной -— ту, которая пересекает асимптоту противоположными изгибами 
и с обеих сторон продолжаетея в противоположных направлениях; 

крестовидной — ту, которая перекрещивает сопряженную ей ветвь; 

узловой — ту, которая перекрещивает самое себя, возвращаясь круговым обходом; 

остриевидной — ту, две части которой сходятея в углу касания и там закан- 
чиваются; 

точечной — ту, которая имеет сопряженной ветвью бесконечно малый овал, 
т. е. точку; 

чистой — ту, которая веледствие мнимости двух корней лишена сопряженных 
овала, узла, острия и точки. 

В этом же смысле мы будем употреблять и для параболы названия: сходя- 
щаяся, расходящаяся, имеющая противоположные ветви, крестообразная, узловая, 
остриевидная, точечная и чистая. 

В случае первого типа, если член 23 положительный, фигура (фиг. 5, табл. ХПТ) 
представляет тройную гиперболу с шестью гиперболическими ветвями, которые уходят 
в бесконечность вдоль трех асимптот, среди которых нет параллельных, причем по 
две вдоль каждой и в противоположных направлениях. 

В том случае, если член 65? имеется в наличности, эти авимптоты пересекаются 
в трех точках, образующих треугольник (046); если же член 65? отсутетвует, то они 
сходятся все волной точке. 


В первом случае возьми АД =: — г и Аа= 46 —= РР 
24 2 У (1 
и 16, тогда Аа, Ра, 16 будут тремя аеимптотами. 

Во втором случае (фиг. 6, табл. ХПТ) проведи какую-либо ординату ВС, параллельную 


главной ординате АС, на ее продолжениях в обе стороны возьми ВЕ и ВГ, равные между 


собой и находящиеся к АВ в том же отношении, что УдктТи проведи АР и АГ. 
Тогда Аа, АЁ, АЁ представят три асимптоты. Такую гиперболу мы называем 1300и- 
лующей, так как она превосходит числом гиперболических ветвей конические сечения. 


Во веякой изобилующей гиперболе, если член еу налицо и 66 —40с не равно 


аеУ а, кривая не будет иметь диаметра; если же будет иметь место одно из этих 
условий, то кривая будет иметь один диаметр, а если оба, то — три. Диаметр всегда, 
проходит через точку пересечения двух асимптот и делит пополам все прямые, огра- 
ниченные с двух сторон этими асимптотами и параллельные третьей асимптоте. 
Абециеса АВ есть диаметр фигуры, если отсутствует член еу. Я употребляю 
слово диаметр в собственном смыеле здесь и в последующем как абециесу, которая везде 
имеет с обеих сторон пару равных ординат, стоящих при одной и той же точке 273) 274) 215). 


и соедини Да 
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ТУ 
НЕРЕЧИСЛЕНИЕ ВКРИВЫХ 


1. О девяти изодилующих зипероолах, лишенных диаметра и имеощих три асимт- 
тотиы, образующие треугольник 


Если изобилующая гипербола не имеет диаметра, то ищем четыре корня или 
значения х уравнения 


ал —- Вхз —- с1? ах -— + ее = 0. 


Пусть они будут (фиг. 5 и др., табл. ХЛ] —ХГУ) АР, Ао, Ак, Афр. Строятся орди- 
наты РТ, от, п^, р которые касаютея кривой в стольких же точках Т, <, ^, Ги при 
касании дают границы кривой, с помощью которых характеризуется ее вид. 

В самом деле, в том случае, когда все корни АР, А4®, Ал, Ар (фиг. 5, 7) веще- 
ственные, одинакового знака и неравные, кривая состоит из трех гипербол.(вписанной, 
описанной и смешанной) с овалом. Одна из гипербол направлена к Ш, другая к 4, 
третья к 6, а овал всегда лежит в треугольнике Раб, причем между средними гра- 
ницами Л и ", в которых он касается ординат к^ и от. Это — первый вид. 

Если оказываются равными два больших корня Ах, Ар (фиг. 8, табл. ХУ) 
или два меньших корня АР, Ах (фиг. 9, табл. ХУ) и оони того же знака, что два другие, 
то овал и описанная гипербола соединяются друг с другом вследствие слияния точек 
касания Х и Е или Т и <; ветви гиперболы, перекрещиваясь, переходят в овал, делая 
фигуру 93.л0в0й. Это — второй вид. 

Если равны три больших корня 47, Ат, Ао (фиг. 10, табл. ХУ) или три меньших 
Ат, А®, АР (фиг. 11, табл. ХУ), то узел обращается в тончайшее острие, ибо две ветви 
описанной гиперболы тогда сходятся в углу касания и дальше не продолжаются. 
Это — 7реттий вид. | 

Если равны два средних корня А® и Ак (фиг. 12 табл. ХТУ), то точки касания ти Л 
совпадают и поэтому промежуточный овал, исчезая, превращается в точку; фигура состоит из 
трех гипербол — вписанной, описанной и смешанной е присоединенной почкой. Это—чет- 
вертьый вид. 

Еели два корня мнимы, а другие два неравны и одинакового Знака (так как 
они не могут иметь различные знаки), то получаются три чистые гиперболы без овала, 
или узла, или острия, или присоединенной точки, и эти гиперболы прилегают либо 
к сторонам треугольника, образованного асимптотами, либо к углам его. При этом они 
образуют либо пятый (фиг. 12, 13), либо шестой вид (фиг. 14, 15, табл. ХУ). 

Если два корня равны, & два или мнимые (фиг. 16, 18, табл. ХУ), или веще- 
ственные (фиг. 17, 19, табл. ХУ, ХУГ), имеющие знаки, отличные от знака равных 
корней, то получаетея хрестовидная фигура, & именно две из гипербол будут пере- 
крещивалься между собой либо у вершины треугольника, образованного асимптотами 
«фиг. 18, 19), либо у его основания (фиг. 16 и 17). Эти два вида — седьмой и восьмой. 

Если, наконец, все корни мнимые (фиг. 20, табл. ХУТ) или все вещественные и нерав- 
ные (фиг. 21) и из них два положительные, а другие два отрицательные, то будут иметься 
две гиперболы в противоположных углах, образованных двумя асимптотами, и змее- 
видная гипербола, обвивающая третью асимптоту. Это — в%д девятый. 
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Это — вее возможные случаи для корней. В самом деле, если два корня равны 


между собой и другие два тоже равны между собой, то фигура обращается в коническое сече- 
ние с прямой линией. 


9. О двенадцати изобилующих зипердолах, имеющих только один диаметр 


Если изобилующая гипербола имеет только один диаметр и этим диаметром 
является абециеса АВ, то отыши три корня или значения х уравнения 


аз —- 612 - сх --а==0. 


Если все эти корни вещественные и одного знака, то фигура будет состоять из 
овала внутри треугольника Г)45 (фиг. 22, табл. ХУГ) и трех гипербол при углах его, 
& именно одной, описанной около угла ШО, и двух других, вписанных в углах 4 и 6. 
Это — десятьий вид. 

Если два большие корня равны и третий — того же знака, то ветви гиперболы, 
прилежащие к вершине Л (фиг. 23, табл. ХУГ), будут перекрещиваться в форме узла 
вследствие соприкосновения с овалом. Это — одиннадиатьый вид. 

Если три корня равны, то гипербола эта ос’ириевидная и без овала (фиг. 24, 
табл. ХУП. Это — двенадиитьий, вид. 

Если равны меньшие два корня и третий — того же знака, то овал превращается 
в 70чку (фиг. 21, табл. ХУП). Это — тринадцатый вид. 

В четырех последних видах гипербола, прилежащая к 1), обхватывает в образуе- 
мой ею впадине асимптоты, другие же две гиперболы лежат в углах, образуемых 
зсимптотами. 

Если два корня мнимы, то получаются три чистые гиперболы без овала, пере- 
крещивания или острия. К этому типу принадлежат четыре вида: а именно четыр- 
надиатый в том случае, если описанная гипербола прилегает к ДР (фиг. 25), пятна- 
диалтьий, если прилегает к Д вписанная (фиг. 26, табл. ХУП), шестнадиатый, еели 
описанная гипербола прилегает к основанию 48 треугольника 1Г)48 (фиг. 27, табл. ХУП), 


м семнадцатый (фиг. 28, табл. ХУП), если к этому основанию прилегает вписанная 
гипербола. 


Если два корня равны, & третий — иного знака, то фигура будет хрестовидной, 
а именно две из трех гипербол будут взаимно перекрещиваться, причем либо при 
вершине треугольника, образованного асимитотами (фиг. 29, табл. ХУП), либо при его 
основании (фиг. 30, табл. ХУП). Эти два вида — восемнадцатый и девятнадиитый. 

Если два корня неравны и одинакового знака, а третий — иного, то получатся 
две гиперболы в двух противоположных углах, образуемых двумя асимптотами, и про- 
межуточная хонхоидальная. Конхоидальная ветвь будет лежать либо по ту же сторону 
от своей асимптоты (фиг.31, табл. ХУПТ), что и треугольник, образованный асимптотами, 


либо по другую (фиг. 32, табл. ХУШ). Эти два случая образуют двадцатый и двадцать. 
7ервы виды. 


53. О двух изобилующих зитерболах с тремя диаметрами 


Изобилующая гипербола с тремя диаметрами состоит из трех гипербол, лежа- 
щих во впадинах, образуемых асимптотами, и при этом либо при углах треуголь- 
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ника, заключенного между асимптотами (фиг. 33, табл. ХУШ), либо же при его сторонах 
(фит. 84, табл. ХУШ). Первый случай дает двадцать второй, а последний — двадцать 
третий виды. 


4. О девять изобилующих зиперболах с тремя асимптотами, стодящимися 
в 0дн0й точке 


Если три асимптоты пересекутся в одной точке, то пятый и шестой виды обра- 
тятся в двадцать четвертый (фиг. 6, табл. ХП]), ведьмой и вовъмой— в двадцать пятый 
(фиг. 35, табл. ХУШ), а девятый — в двадцать шестой (фиг. 36, табл. ХУШ), в котором 
змеевилная ветвь не проходит через точку пересечения асимптот, и двадисть седьмой, 
в котором она проходит через эту точку (фиг. 37, табл. ХЛХ), причем в этом случае отсут- 
ствуют члены Би Фи точка пересечения асимптот есть центр фигуры, равноотетоящий 
от всех ее противоположных частей. Эти четыре вида лишены диаметра. 

Далее, четырнадцатый и шестнадцатый виды обращаются в двадцеть восьмой 
вид (фиг. 38, табл. ХТ), пятнадцатый и семнадцатый — в двадцать девятый (фиг. 39, 
табл. ХХ), восемнадцатый и девятнадцатый — в ридиотьй (фиг. 40, табл. ХХ), 
двадцатый и двадцаль первый — в иридцеть первый (фиг. 41, табл. ХТХ®). Все эти 
вилы имеют один диаметр. 

Наконец, двадцать второй и двадцать третий виды обращаются в тридисть. 
второй вид, у которого существуют три диаметра, проходящие через точку пересечения 
аеимитот (фиг. 42, табл. ХХ). 

Все эти обращения можно легко представить себе, уменьшая треугольник, заклю- 
ченный между асимптотами, пока он не исчезнет, превративииеь в точку. 


5. О шести дефевтивных зиперболах дез диаметра 


Если в уравнении первого типа член 13 оказывается отрицательным, то фигура 
является дефективной гиперболой, имеющей только одну асимитоту и только две гипер- 
болические ветви, бесконечно простирающиеся вдоль асимптоты в противоположных 
направлениях. При этом асимптотой этой является первая и главная ордината АЦ. 
Если член еу есть, то фигура не имеет диаметра, & если он отеутетвует, то она 
имеет один диаметр. В первом из этих случаев различаются следующие виды. 

Если все корни Ат, АР, Ар, Ах (фиг. 43, табл. ХХ) уравнения 


054 == 648 | с72 Г 4х те 


вещественные ‚и неравные, фигура представляет змеевидную гиперболу, обнимающую 
асимптоту противополсжными изгибами, и присоединенный овал. Это — вид тридцать 
третий. 

Если два средние корня АР и Ар (фиг. 44, табл. ХХ) равны, то овал и 
змейка соединяются и перекрещиваются между собой в форме узла. Это — вид три- 
диать четвертый. 

Если равны три корня, то узел обращается в тончайшее осирие у вершины 
змейки (фиг. 45, табл. ХХ). Это — вид тридцать пятый. 

Если из трех корней одинакового знака два наибольших АриАт (фиг. 47, табл. ХХ). 
равны между собой, то овал обращаетея в точку. Это — в!0 тридцать шестой. 
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Если два какие-нибудь корня Мнимые (1паоЗтат1ае), то остается только чистая 
змеевидная ветвь без овала, перекрещивания, острия .или присоединенной точки. Если 
змейка не проходит через точку А (фиг. 46, табл. ХХ), то получается тридиать седь- 
мой вид, если же она проходит через эту точку 4 (что происходит, когда отсутствуют члены 
Би 4), то точка эта А оказывается центром фигуры, делящим пополам все проведен- 
ные через него прямые, ограниченные с обеих сторон кривой (фиг. 47, табл. ХХ). 
Это — тридцать восьмой вид. 


6. О семи дефевктивных зитерболах, имеющих диаметр 


В другом случае, когда нет члена еу и поэтому фигура имеет диаметр и когда 
все корни АТ, АЁ Ах (фиг. 48, табл. ХХ) уравнения 


а138 — 642 сх — а 


вещественны, неравны и одного знака — фигура представляет конхоидальную гиперболу 
с овалом против ее выпуклой части. Это — тридиать девятый вид. 

Если два корня неравны и одинакового знака, а третий — обратного знака, то 
овал окажется против вогнутой части конхоидальной кривой (фиг. 49, табл. ХХ). Это — соро- 
#080 60. 

Если два меньших корня АТ, 4$ (фиг. 50, табл.ХХ) равны и третий Аз — того 
же знака, то овал и конхоидальная кривая соединяются, перекрещиваясь в форме узла. 
Это — сорок первый вид. 

Если три корня равны, то узел превращаетея в острие и фигура является 
циссоидой древних (фиг. 51, табл. ХХ). Это — сорок второй вид. 

Если равны два больших корня, & третий — того же знака, то к конхоидальной 
кривой присоединяется точка против выпуклой части (фиг.52, табл. ХХ). Это — сорок тре- 
т, вид. 

Кели два корня равны, а третий — обратного знака, то к конхоидальной кривой 
присоединяется точка против вогнутой части (фиг. 53, табл. ХХ). Это — сорок четвер- 
пы вид. 

Если два корня мнимые, то получается чистая конхоидальная кривая без овала, 
узла, острия или присоединенной точки (фчг. 52, 53). Это — сорок пятый вид. 


7. О семи параболических ситероолах дез диаметра 


Если в уравнении первого типа нет члена 423, но имеетея Бух, то фигура 
будет параболической гиперболой, имеющей две гиперболических ветви вдоль одной 
асимптоты ЗА( и две параболические, направляющиеся в одну и ту же сторону. 
Если член еу есть, то фигура не имеет диаметра, если его нет, то она будет иметь 
один диаметр. В первом случае виды таковы: 

Если три корня АР, Ао, Аг (фиг. 54, табл. ХХГ) уравнения 


6х3 |- схх + ат-- 4 ее —= 0 


неравны и одинакового знака, то фигура будет состоять из овала и двух других кри- 
вых, которые частью гиперболические, частью параболические. А именно параболи- 
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ческие ветви при непрерывном продолжении соединяются с ближайшими к ним гипер- 
‘болическими ветвями. Это — с0р0® шестой вид. 

Если равны два меньших корня, & третий — того же знака, то овал и одна из 
этих гиперболическо-параболических кривых соединяются, перекрещиваясь в форме узла 
(фиг. 55, табл. ХХГ. Это — сорок седьмой вид. 

Если равны три корня, узел этот обращается в осжирие (фиг. 56, табл. ХХТ). Это — вид 
сорок восьмой. 

Если равны ява больших корня, а третий — того же знака, то овал превращается 
в присоединенную точку (фиг. 57, табл. ХХТ. Это — сорок девятый вид. 

Если два корня мнимы, то эти гиперболическо-параболические кривые стано- 
вятся чистыми, без овала, перекрещивания, острия или присоединенной точки и обра- 
зуют пяииедесятый вид (фиг. 57 и 58, табл. ХХУ. 

Еели равны два корня, а третий обратного знака, то эти гиперболическо-пара- 
болические кривые, перекрешиваясь, соединяются наподобие креста (фиг. 59, табл. ХХГ.. 
Это — пятьдесят первый вид. 

Если два корня неравны и одинакового знака, & третий — обратного знака, то 
фигура оказывается змеевидной гиперболой, расположенной вокруг асимптоты АС 
(фиг. 60, табл. ХХГ), соединенной с параболой. Это — пятьдесят второй вид. 


8. О четырех параболических зитероолах, имеющих диаметр 


`В другом случае, когда нет члена су и фигура имеет диаметр и когда оба корня 
уравнения 
хх - сх--а==0 


мнимы, имеются две гиперболическо-параболические фигуры, равноотетоящие по обе 
стороны от диаметра АВ (фиг. 61, табл. ХХП. Это — пятьдесят третий вид. 

Если два корня этого уравнения мнимы, то гиперболическо-параболические 
фигуры соединяютея, перекрещиваясь наподобие креста, и образуют пятьдесят четвер- 
тый вид (фиг. 62, табл. ХХП). 

Если корни эти неравны и одинакового знака, то получаются конхоидальная 
гипербола и парабола с одной стороны асимптоты (фиг. 63, табл. ХХП). Это — пять- 
десят пятый вид. 

Если корни эти обратных знаков, то получается конхеидальная кривая и пара- 
бола по разные стороны аеимптоты (фиг. 64, табл. ХХП). Это — пятьдесят шестой вид 


9. О четырех зитерболизмах зитерболы 278) 


В том случае, когда отсутетвуют в уравнении первого типа оба члена ал 
и 6лх, фигура представляет гиперболизм какого-нибудь конического сечения. При этом 
я называю гипердолизмом фигуру, ордината которой получается, если взять произве- 
дение из ординалы этой фигуры на данную прямую, поделенное на общую абециссу. 
Таким образом прямая линия превращается в коническую гиперболу и всякое кони- 
ческое сечение превращается в какую-либо из фигур, называемых здесь гиперболизмами 
конических сечений. 
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В самом деле, уравнение фигуры, о котором мы говорим, именно 
хуу-- еу==ех-Е 4, 


_ е=Уе--445- 4схх 
у— 21 ” 


дает 


что получается, если взять произведение из ординаты конического сечених 


е--- Уве 44 -— 4е хх 


2т 


на данную прямую т, поделенное на общую. абециесу кривых х. 

Отсюда явствует, что образуемая таким образом фигура будет гиперболизм гипер- 
болы, эллипса или параболы, смотря по тому, будет ли член сх полежительный, отри- 
цательный или нуль. 

Гиперболизм гиперболы имеет три асимптоты, из которых одна есть первая и глав- 
ная ордината А4, другие же две параллельны абсциссе АВ и равно отстоят от нее по обе 
стороны. На главной ординате А4 возьми по обе стороны 44, 45 равными величине 
Ус и через точки 4 и 8 проведи асимптоты 49 ‘и 81 параллельно абециссе АВ. 

Когда член еу — налицо, фигура не имеет диаметра. В этом случае, если два, 
корня АР, Ар уравнения 


сле даре =0 


(фиг. 65, табл. ХХП) вещественны и неравны (равными они могут быть только в случае ко- 
нического сечения), фигура будет состоять из трех расположенных друг против 
друга гипербол, из которых одна лежит между параллельными аеимптотами, а другие 
две — вне их. Это — пятьдесят седьмой вид. 

Если эти два корня мнимые, то получаются две лежащие друг против друга гипер- 
болы вне параллельных асимитот и змеевидная гипербола между ними. При этом такая 
фигура бывает двух видов. А именно, когда есть член 4, она не имеет центра 
(фиг. 66, табл. ХХП), если же его нет, то точка, А является ее центром (фиг. 67, табл. ХХИ). 
Первый вид — пятьдесят восьмой, последний — пятьдесят девятый. 

Если члена еу нет, то фигура будет состоять из трех расположенных друг про- 
тив друга гипербол, из которых одна лежит между параллельными асимптотами, & две 
другие лежат вне их, как в виде пятьдесят четвертом, и, кроме того, еще имеет диа- 
метр, которым является абецисса АВ (фиг. 68, табл. ХХП). Это — шестидесялтый вид. 


10. О трех ситердолизмах эллитса 


Гиперболизм эллипса определяется следующим уравнением: 


уу Г еу=оех а 
и имеет только одну асимптоту, которой является главная ординала Аа (фиг. 69, табл. ХХ). 
Если член еу имеется, то фигура — змеевилная гипербола без диаметра; она 
также будет без центра, если имеется и член 4. Это — вид шестьдесят первый. 
В случае отсутствия члена 4 фигура имеет центр без диаметра и центром 
является точка А (фиг. 70, табл. ХХ). Вид же это — шестьдесят второй. 
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Но если член еу отеутетвует, а член 4 имеется, то фигура — конхоидальная с асимп- 
тотой АС. (фиг. 71, табл. ХХ Ш) и имеет диаметр без центра, причем диаметром ее является 
абецисса АВ. Это — шестьдесят третий. вид. 


11. О двух гитердолизмах параболы 
Гиперболизм параболы определяется следующим уравнением: 
луу-теу=а 


и имеет две асимптоты: абециесу АВ и первую и главную ординату АС. `В этой 
фигуре — две гиперболы, расположенные не в противоположных углах, образуемых асимп- 
тотами, но в углах, непосредственно прилежащих друг к другу, т. е. расположенные 
по различные стороны абециесы АБ; при этом при наличии члена су диаметра 
нет (фиг. 72, табл. ХХШ); если же этого члена нет, то диаметр имеется (фиг.73, табл. ХХПО. 
Эти два вида — шестьдесят четвертый и шестьдесят пятый. 


19. О ттезудие 783) 


В случае второго типа имелось уравнение 


ду = а23-- их -Р ст-|- 4. 
В этом случае фигура имеет четыре бесконечные ветви, из которых две гиперболи- 
ческие, простирающиеся в противоположных направлениях вдоль асимптоты АС 
(фиг. 76, табл. ХХШ), и две параболические, еходящиеся и образующие с первыми род 
трезтбца. Эта фигура есть та парабола, с помощью которой Декарт строил уравнение 
шестой степени. Итак, это — 1%есэпьдесят шестой вид. 


18. О пяти расходящихся пораболах 21°) 


В третьем типе уравнение было 
уу = а28 -- хх -- сх - 4. 


Оно определяет параболу, ветви которой взаимно расходятся, бесконечно удаляясь 
в противоположные стороны. Абецисса АВ есть ее диаметр. Существует пять ниже- 
следующих ее видов: 

Если все корни 4“, 47, А} уравнения 


ал —- хх — сх а=0 


вещественны и неравны, фигура представляет расходящуюся колоколообразную парз- 
болу с овалом у вершины (фиг. 74, 75, табл. ХХШ). Это — шестьдесят седьмой вид. 

Если два корня равны, то парабола переходит либо в узловую, соприкоснувшись 
с овалом (фиг. 77, табл. ХХШ), либо в точечную при бесконечно малом овале 
{фиг. 78, табл. ХХ. Эти два вида — шестьдесят восьмой и шестьдесят девятый. 

Если равны три корня, то парабола является остриевидной (фиг. 80) в вершине. 
Это парабола Нейля, называемая обычно полукудической. Это — семидесятый вид. 

Если два корня мнимые, то получается чистая волоколообразная парабола 
(фиг. 78, 79, табл. ХХ), образующая Семьдесят первый вид. 
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1А. О кубической параболе *7 


В четвертом типе уравнение было 


у = 2-Е Буд сх -- 4. 


Это уравнение определяет параболу, имеющую противоположные ветви и обычно назы- 
ваемую худической (фиг. 81, табл. ХХ]. 


Таким образом всего видов семьдесят два 271) 278) 279) 280) 281) 282) 


у 
ОБРАЗОВАНИЕ КРИВЫХ С ПОМОЩЬЮ ТЕНЕЙ 


Если на бесконечную плоскость отбрасывать от светящейся точки тени фигур. 
то тенями конических сечений будут всегда тоже конические сечения; тени кривых 
второго рода будут веегда кривыми второго рода; тени кривых третьего рода будут 
всегда кривыми третьего рода и так далее до бесконечности. 

И совершенно так же, как круг при отбрасывании тени производит все кониче- 
ские сечения, точно так пять расходящихся парабол с помошью своих теней производят 
и доставляют все другие кривые второго рода. Так же. можно бывает найти более 
простые кривые других родов, которые образуют с помощью своих теней, отбрасываемых 
от светящейся точки на плоскость, все остальные кривые тех же родов. 


О двойных точках кривых 


Мы сказали, что кривая второго рода может пересекаться прямой в трех точ- 
ках. Лве из них иногда совпадают, например в том случае, когда прямая проходит 
через бесконечно малый овал или через пересечение двух пересекающихея между 
собой или сходящихся в острие частей кривой. 

В том случае, когда все прямые, идущие в направлении какой-либо бесконеч- 
ной ветви, пересекают кривую только в одной точке (как это имеет место у ординат 
декартовой параболы, кубической параболы, а также у прямых, параллельных абециесе 
гиперболизмов гиперболы и параболы), следует представлять себе, что эти прямые 
проходят через две другие, расположенные, так сказать, на бесконечном расстоянии 
точки кривой. Такого рода совпадающие между собой точки пересечения, находящиеся 
на конечном или на бесконечном расстоянии, мы будем называть двойными точками. 
Кривые же, имеющие двойные точки, мы можем описываль © помощью следующих 


теорем. 
УТ 


ОБ ОРГАНИЧЕСКОМ ОПИСАНИИ КРИВЫХ” 8 


ТЕОРЕМА [ 


Если два заданных по величине угла РАД и РВО (фиг. 82, табл. ХХУ) вра- 
щаютея вокруг заданных по положению полюсов 4, В и Р, точка пересечения их 
сторон АР и ВР движетея по прямой, то 0), точка пересечения двух других сторон 
АЛ, ВО, описывает коническое сечение, проходящее через полюса А и В. 

Если же эта прямая проходит через один из полюсов А или Били же если углы 
ВАР и АВО исчезают вместе, точка О описывает прямую линию. 
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ТЕОРЕМА П 


Если Р, точка пересечения сторон АР, ВР (фиг. 83, табл. ХХТУ), описывает 
коническое сечение, проходящее через один из полюсов А, то О, точка пересечения двух 
других сторон АД, ВО, описывает кривую второго рода, проходящую через другой полюсе В 
и в первом полюсе 4, через который проходит коническое сечение, имеющую двой- 
ную точку. 

Если же углы ВА)и АВР исчезают вместе, точка 2 описывает другое кони-. 
ческое сечение, проходящее через полюс А. 


ТЕОРЕМА Ш 


Но в том случае, когда коническое сечение, пробегаемое точкой Р, не прохо- 
дит ни через один из полюсов 4, В (фиг. 84, табл. ХХГУ), точка 2) описывает кривую второго 
или третьего рода, имеющую двойную точку. Эта двойная точка находится в пересе- 
чении описывающих кривую сторон АЛ и ВП там, где вместе исчезают углы ВАР` 
и АБР. Образуемая таким образом кривая будет второго рода, если углы ВАД и 
АБГ исчезают вместе, в противном случае она будет третьего рода и будет иметь 
две другие двойные точки в полюсах А и В. 


Проведение конических сечений через пять данных точек 


Коническое сечение определяется пятью его точками и может быть по ним. 
построено следующим образом. 

Пусть даны (фиг. 85, табл. ХХТУ) его пять точек: 4, В, С, О, Е. Из них соединяются 
между собой какие-нибудь три А, В, С, и какие-нибудь углы САВиС.ВА треугольника А ВС 
вращаются вокруг своих вершин 4 и В.. Когда С, точка пересечения сторон АС и 
ВС, последовательно попадает в другие две точки Ри Ё, точки пересечения других 
сторон АВ и ВА оказываются в точках Ри 0. Далее, проводится и бесконечно про- 
должается прямая РО, а подвижные углы вращаются так, чтобы точка пересечения сто- 
рон 4 Ви ВА двигалась по прямой РО; при этом С, точка пересечения других сторон, опишет 


® 8 
согласно первой теореме искомое коническое сечение”. 


Проведение кривых второзо рода, имеющих двойную точку, через данные семь точек 


Все кривые второго рода, имеющие двойную точку, определяются по семи дан- 
ным их точкам, из которых одна есть эта двойная точка, и могут быть построены 
по ним следующим образом. 

Пусть даны (фиг. 86, табл. ХХЛУ) какие-либо семь точек описываемой кривой 4, В, 
СР, Е, Е; а, из которых А двойная точка. Точка 4 соединяется с какими-либо двумя 
другими из точек, например В и С, и затем угол САБ треугольника АВС вращается 
вокруг своей вершины А, а& один из прочих углов, скажем АВС, вращается вокруг своей 
вершины В. Когда С, точка пересечения сторон АС, ВС, последовательно попадает 
в остальные четыре точки О, ЕЁ, Р, а, точки пересечения других сторон АВ и ВА 
оказываются в четырех точках Р, 0, В, 5. Через эти четыре точки и пятую точку А 
проводится коническое сечение, и взятые ранее углы САВиСВА вращаются так, чтобы 
точка пересечения сторон АВи В.А двигалась по этому коническому сечению; при этом С, . 
точка пересечения других сторон АС и ВС, опишет согласно второй теореме иско- 
мую кривую. 
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Если вместо точки С задано положение прямой ВС, касающейся искомой кри- 
вой в точке Б, то линии А) и АР совпадут и вместо угла ДАР получится прямая 
линия, вращающаяея вокруг полюса А. 

Если двойная точка 4 бесконечно удалена, то прямая должна постоянно быть 
направленной к этой точке и переноситься параллельно самой себе, в то время как 


угол АВС будет вращальея вокруг полюса В. 

Можно эти кривые описывать и несколько другим образом, пользуясь третьей 
теоремой, но достаточно привести простейшее построение. 

По такому же методу можно описывать кривые третьего, четвертого и высших 
родов, впрочем не все, а только те, которые можно удобно строить с помощью движения. 
Задачу об удобном описании какой-либо кривой второго или высшего рода, не имею- 
щей двойной точки, должно отнести к более трудным. 


УП 


ПОСТРОЕНИЕ УРАВНЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ ОПИСАНИЯ КРИВЫХ *” 


В геометрии кривые употребляются для решения задач при помощи их точек 
- пересечения. 
Пуеть предложено решить построением уравнение девятой степени 


29 *-- фт -—- сл8 —- 428 -- е*-- [23 дла --йх ЕЁ =0, 
т 


где 6, с, Дит. д. означают какие-либо известные величины со своими знаками -- или — 
Берется уравнение кубической параболы 


28 — у; 
первое уравнение, если подетавить 4/ вместо 13, превращается в уравнение 


уз 5хуу -- суу Е ахжу Е еху -- ту -- [28 -- дхя--йз В ==0. 


Это уравнение некоторой кривой второго рода. 

Здесь т или | может отсутствовать или быть взято произвольно. Посредством 
описания этих кривых и нахождения их точек пересечения и определяются корни 
уравнения, которое требовалось решить построением. Кубическую параболу доста- 
точно описать только один раз 28%). 

Если решаемое построением уравнение благодаря отсутствию двух последних 
членов 1х и & приводится к седьмой степени, то вторая кривая при уничтожении т 
будет иметь двойную точку в начале абециес и поэтому может быть легко описана, 
как показано выше 289). 

Если решаемое построением уравнение благодаря отсутствию трех последних 
членов 942х -- 1х -—-& приводится к шестой степени, то вторая кривая при уничтожении { 
оказывается коническим сечением. 

А если благодаря отеутетвию шести последних членов данное уравнение приведется 
к третьей степени, то мы придем к построению Валлиса с помощью кубической пара- 
болы и прямой линии. 
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Можно решать построением уравнение и с помощью гиперболизма параболы 


< диаметром. Например, если требуется решить построением следующее уравнение 
‚девятой степени без предпоследнего члена 


а ехх -- 443 | ез*-- [8 -Р 056 -Р рат -- 648-129 =0, 


77 


_ || 
‘то берется уравнение, относящееся к этому гиперболизму, хху = 1, и носле замены — 
НИИ 


через у решаемое построением уравнение превращается в следующее. 
043 -|- суу —- ажуу - еу -- [ху-+ т-Е9-- Вз-- та -- 118 = 0. 


“Это уравнение определяет кривую второго рода, се помощью описания которой и разре- 
зпается задача. Одна из величин м и д может здесь отсутствовать или быть взята 
произвольно. 

С помошью кубической параболы и кривых третьего рода строятся также вее 
уравнения не.выше двенадцатой степени, с помощью той же параболы и кривых 
четвертого рода строятся вее уравнения не выше пятнадцатой степени и так далее 
„до бесконечности. А эти кривые третьего, четвертого и высших родов можно веегда 
описать путем определения их точек с помошью плоской геометрии. 

Так, если следует решить построением уравнение 


1? «ато -|- 9 -{- с18-{- дит ев | еб -- да аа рака Ев --1=0 
‘и дана уже описанная кубическая парабола, уравнение которой 23 =, 10, написав у 
вместо 23, мы обращаем данное уравнение в следующее: 
а - 918 -- сет) - Геву -- вез ==0, 
+ 4% {м + Ыы 
—е А  -- 


определяющее кривую третьего рода, описанием которой и разрешаетея задача. 
Но кривая эта может быть описана посредетвом построения ее точек с помощью 
илоской геометрии, потому что неопределенная величина х входит только во второй 
степени. 


44 Зав. 3256 Ньютон 
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ПОЛОЖЕНИЕ 12%) 


Пусть абсцисса криволинейной фигуры состоит из некоторой известной вели- 
чины А и неопределенной величины т, а ордината состоцт из известных величин, 6, 
в, де т. д0., умноженных соответственно на такое же число членов зеометри- 
ческой прогрессии т, 1?, 23, 4% и т.д., и пусть во всех точках адсцисс восстановлено 
етолько же ординат. Я ‘утверждаю, что первые разности ординат делятся на интер- 
валы их, разности поделенных товум образом разностей делятся на интервалы, 
соответствующие парам ординат, разности поделенных таким образом разностей 
делятся на интервалы, соответствующие тройкам ординат, и так далее до беско- 
нечности. 

В самом деле, если вместо неопределенной части абециссы х последовательно 
положить какие-либо известные величины р, 4, #, $, ит. д. и в концах данных 
таким образом абсцисс построить ординаты о, В, 1, 0, е И т. д., то абециесы и орди- 
наты, и разности ординат, деленные на разности абециее (которые являются непре- 
менно интервалами между ординатами), и разности этих результатов, разделенные на 
разности абсциес, взятых через одну, и так далее, представляются следующей таблицей. 


А аи р + ав-рей =. 


Абециссы Орхинаты 
АТР А-- р - с? арз-- е* = а 
А--9 а--оч-Е са? -|- 443 -- е4* =В 
ау Аи -Е ст? -- 43 | ет4 = 
А--$ А-- 6$ - с8? —- 453 -- е54 =0 
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Делит. разл. пор. | Результаты деления 


р—Фа_в | техраажьр + 24-Е аа--ех в°-- ра реф = 


и—ив—т | веха рахита ие 


85—И0— е 


х— $) 1—6 Ьф-сжу 8 -- аж их -- $ з3 реж -+ у - х52-|- $8 = 0 
еж е-ах в яр н-ех 58 59-5 Вых 


р— фт | ефажр-а-т-ех р-р ая Ра" я" ==» 
4—1 — 0 сажа -:-ех ча- а м" - 48 + 78-Е = 
“— 1} 0 —х сфажи- 8 -Ра-ех ит -— уз - з8 Р-Р &-Р И=у 
р АфШь | арех раз = 


ад Пы— у анежазу-- 5 Е=я 


ПОЛОЖЕНИЕ П 


Иру тех же`предположениях, а также если число членов Ь, с, 4, е и т. 9. 
вонечно, я утверждаю, что последний из результатов равен последнему из членов 
6, с, а ещш т. 0. и что в помощью остальных результатов будут даны и другие 
члены 6, с, 4, ещ т. 0., а в помощью их будет дана кривая параболического рода, 
проходящая ‘через концы всех ординат. 


В самом деле, в приведенной выше таблице последний результат с оказывается 
равным последнему члену е. А этот член, умноженный на данную сумму р--а-- 


у-з и вычченный из результата &, дает предпоследний член 4. А по вычитании 
теперь уже известных величин 


ахр--ау--еж ур ар ааа’ 


из результата Х остается предпредпоследний член с. А по вычитании телерь известных 
величин 


ехр--а-аж рр-- рч- чаРех в3- рра-| р9а- 4 
142. 
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—— 


из результата © остается член 6. В елучае большего числа членов все они опреде- 
ляются подобным же вычислением с помощью такого же числа послеховательных 
результатов. Затем, если вычесть данные величины Фр--срр | 4рз-- ер4 из первой 
ординаты а, то останется первый член абсциесы А. А величина А --х-|- сл? | 448 -—- 
- ел* [- и т. д. выражает ординату кривой параболического рода, проходящей через 
концы всех данных ординат при абециссе Ах. 


Из этих положений легко могут быть выведены следующие *% 22° *98). 


ПОЛОЖЕНИЕ Ш 


Некоторая прямая АА. (фиг. 1, табл. ХХУ) делится на несколько равных 
частей АА, А.А, А.А,, А.А; и т. 0д., и из точек деления проводятся параллели 
АВ, А.Б., А.Б и т. д. Найти геометрическую кривую параболического рода, троходя- 
мую через концы всех проведенных отрезков В, Бе, Ву и т. 9. 

Для отрезков прямых АБ, А.Б, А.Б; и т. д. ищи первые разности Б, 6., 6. 
ит. д., вторые с, съ, ©. и т. д., третьи 4, 4, 4. ‘и т. д. итак далее, пока не хойдешь 
до последней разности, которая здесь будет 2. 

Тогда, начиная с последней разности, возьми средние разности в столбцах или 
в порядках разностей, чередующихся через один, и среднеарифметическую двух средних 
в остальных, продолжая таким образом по порядку до ряда первых членов АБ, А.Б., 
А,Вь и т. д. Пусть эти величины будут 


№, т, п, 0, р, Ч, т, 8 ит. д., 


причем последняя представляет последнюю разность, предпоследняя — среднеарифме- 
ъическую двух предпоследних разностей, предпредпоеледняя — среднюю трех предпредпо- 
еледних разностей и так далее до первой, которая будет или средней из членов 4, 4., А. 
и т. д., или же среднеарифметической между двумя средними. Первое имеет место, 
когда число членов А, Д., А, и т. д. нечетно, второе, — когда оно четно. | 


СЛУЧАЙ т 


В первом случае пусть этот средний член будет А;Ву, т. е. 


двь ИВ 


НИ В--й. 
в 3—9 85 =4 —- = == 


‚ в =т, 


$ — $5. 


—1, ез; —= 0, 


| з 2 —- 2 о) ) 
Восставив ординату РО, положи А;Р==х и перемножь беспрерывно друг на 
друга члены следующей прогрессии: 
хх —4 
5х 


т у хх — 1 т Ив — « 
хе мо Де 
ХХХ хах хех. 


р ь тб — 25 „т 4х — 3 
— —— — ИИ Т. л. 
Хх ХХ вр ИТТ 
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Тогда получатся члены 


с 2 48 —д жа —фах 2—5 4х 48 — 54а 
О? 6 °’ 24 ’ 120 720 ? 
‹ 1 — 14.55 4.9: ‚3 —_— 5 ‘ 
х — Г 36.5 и тд 
5040 


По соответственном умножении на них членов ряда К, р т, п, о, р сумма про- 


изведений 
58 — 543 4х 


Е ыы ных АР р ит. 


будет длиной ординаты РО 79%. 
СЛУЧАЙ П 


Во втором случае пусть два средних члена будут А.Б,, А,Бь, т. е. пуеть 


А.В, -- АБ св Ес 


4 —_ —_ — 
5 —=9", Ф=и, е-- 68 ==0, 


—1, В =Ь 


‹ 
Г =, 5 =4 и й = 7. 


Воеставив ординату РФ, расвеки А,А; пополам в О. Полагая ОР = =, перемножь 
беспрерывно друг на друга члены следующей прогрессии: 
25 49 


и — — РТ — —— д — — № — — 


: 4. 
ххх: 


2 ь 


Получатея члены 
1. д 47х—1 448 —г 1641—4059 ит 
‚т, А 334 -^ 
По соответственном умножении на них членов ряда КЁ, [, т, п, о, р, дит. д. 
сумма произведений 
, Ата — 1 453 —х 16454 — 4055 9 
ф-т ———_—_—_—_—_—_о И Т. д. 
будет длиной ординаты РО. 

Но здесь следует отметить, что интервалы АД., А.А., А.А, и т. д. предпола- 
гаютея равными единицам и что разности должны выводиться вычитанием меньших 
величин из больших: 

АБ. из АБ, А.Б, из А.Вь, 65 из Бит. д., 
так что 


когда при этом разности эти оказываются отрицательными, следует изменить их знаки. 


ПОЛОЖЕНИЕ ТУ 


Некоторая прямая (фиг. 2, табл. ХХУ) делится на несколько неравных частей 
АА» АА, 4..1, 4..1; и т. д. ц из точек деления проводятся параллели АВ 
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АБь, А.В. и т. д. Найти геометрическую кривую пароболического рода, проходящую 
через концы всех проведенных отрезков Б, Во, Вз и. т. д. 

Пусть данные точки суть В, В., В., Б,, Б,, Бе В: ит. д. Проведи перпендику- 
лярно к каким-либо абециссам АА. ординаты ВА, Б.А. и т. д. и положи 


АВ—А,ВЬ _ р А.В. — АзБ: _ р АВ: — А.В, —1 А.В, — А5В: й 
АА. =’ А. АА о АА 
А5В, — 448, _, АВ — 44В,_, А.В, — Ав В, _, 
АА АА бб АА 
Затем 
Б—ь р— В, 6—6, _ 
АА,  “ АА = Ад ПТ” 
Далее, 
с— 65 6 — сз 98—64 
дя, —® АА, = ® д. ТЯ 
" а—а, 4—4, 4, — а, 


—е6, —= 65, —63 И Т. Д. 


Так следует продолжать до последней разности. 

Выведя таким образом разности и разделив на интервалы ординат, возьми в их 
столбцах или рядах, или порядках, следующих через один, начиная с последнего, 
оредние;а в остальных столбцах возьми среднеарифметические двух средних; продол- 
жая так до ряда первых членов АВ, А.В,, ит. д. 

Пусть величины эти будут #, Ь т, я, о, р, 4,т ит.д., причем последний член пред- 
ставляет последнюю разность, предпоследний — среднеарифметическую двух предпосяед- 
них, предпредпоследний — среднюю трех предпредяоследних и т. д., а первый Ё будет 
средней ординатой, если число данных точек нечетно, и среднеарифметической двух 
средних, если число их четно. 


СЛУЧАЙ 


В первом случае пусть средняя ордината есть А,В,, так что 


6-5 а о 
А.Б, =, у з == Т, т, бо =0, ГЕ 7 9 —=4. 
Восставив ординату Р® и взяв на основании АА; какую-нибудь точку О, 


положи ОР==х и перемножь последовательно друг на друга члены следующей про- 
грессии: 


1х =—бА. ХОА РО, „2 04: хх — ОА, хх ОА. —- ОА 


6 

———_ и Т. К. 
и сохрани получаемую таким образом прогрессию. Или, что то же самое, перемножь 
последовательно друг на друга члены следующей прогрессии: 


1хх— ОД. Ж=— ОА, х&— ОА, хг— ОА. ХОА. Х4—ОАХл ОА. итд, 
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а полученные отсюда члены перемножь соответственно на члены следующей прогрессии: 
_ 2043-5045 „_ 04-04, „_ + 0А- ОА: 
р; }` 2 ? о 


ири этом получатся промежуточные члены; таким образом вся прогрессия будет: 
04,204, |- ОА, 2+ ОА. ГОА 
2 2 


ЬР Хх и т. д. 


1, х—ОА,, хх — ХОА, ит. д. 
Или же положи 
ОА —а ОЛА. =В, ОА. =4, ОА. =8, ОА, =е, ОА; =, 


Ол:--04ь_, 04-04, _ ОА ОА: _, 
— 9 — 2 ” 


0 
о 9 3 


ОА. = 1, 
Затем возьми члены из прогреесия 


1 ЖЖ б Жхх—Х—ехх—ВХл— Ех ахх—щит.д,, 


по умножении их на 1, х— 0, х—*, х—)^ ит. д. ты получишь еще другие промежуточ- 
ные члены, так что весь ряд будет: 


1, 1—5, д—06--02--08, 23—65 -р 205 4е-| 260 —16е ит. д. 
На эти члены умножь ряд А, р т, м, о ит. д. Тогда сумма произведений 
Ехо ж7- хх — 6 6х — 60 Жж-Р ит. д. 


будет длиной ординаты РФ. 
СЛУЧАЙ П 


Пусть во втором случае две средние ординаты будут А.Б., А,Б., так что 


А.В Г А-В, | Ь —] а т а ее 
9 _я, Е ив, о — ) з р) 
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— 49, —=0, р№=р ит. д. 


Следующие через одного коэфициенты при К, т, о, 4 и т. д. получаются. пере- 
мвожением друг на друга членов следующей прогрессии 
1Ж2—04А, Жх— ОА, Хх— ОА. Хх—ОА, Х— ОА. Хх —ОАЖ 
Х;— бОАХ=_— ОА. и т. д. 
Воэфициенты остальных получаются умножением их на члены следующей прогрессии 


„04-0 „04.044 ‚04504. 
5) - о К о 


ий 


0 


Таким образом 


р ри ОА, - ОА, х |- ОА, ХОА; Жт ит.д. 
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будет ординатой РО или 


Ро =Ё--хж{ ях Тахт-фхдх {ях Глжт ит д. 


1 1 
—5 04, —04, —О4А, —0ОА, — ОА, —5 04: 
1 1. 
— 5 04, —> ОА - 


Или же положи 


„04.50%. ТРОЕ ы 
——_ 
ох — ба, рж— ОА. Хх— ОА, =, 


2 


хх РО, -Ж—0ОА. Хх— ОА, =, 


вх, ожх — ОАЖхЕ— ОА, =", 


и тогда будет: 
р = Е рт —- эт -- то - ор-- 99-Е у7-- 8 =Р@ 99 398. 


ПОЛОЖЕНИЕ У 


По нескольким данным членам некоторого ряда, расположенным на данных 
интервалах, найти приближенио какой-нибудь промежуточный член. 

Ё заданной по положению прямой откладываются под данным углом эти члены, 
отделенные данными интервалами, и через их конечные точки, пользуясь предыдущими 
положениями, проводится кривая линия параболического рода. Она будет также огра- 
ничивать и все промежуточные члены во всем ряду. | 


ПОЛОЖЕНИЕ \1 


Найти приближенную квадратуру какой-нибудь криволинейной физуры, для 
которой можно нити несколько ординат. 

Через концы ординат проводится с помощью предыдущих положений кривая 
линия параболического рода. Она ограничит фигуру, для которой всегда можно найти 
квадратуру и площадь которой будет приближенно равняться площади данной фигуры. 


“ 


ПОУЧЕНИЕ 


Эти положения полезны при построении таблиц с помощью интерполирования 
рядов, а также для решения проблем, зависящих от квадратур кривых, особенно в тех. 
случаях, когда интервалы ординат малы и равны между собой; расчет ведется и при- 
меняется при любом заданном числе ординат. 

Так, например, если имеется четыре расположенные на, равных расстояниях орди- 
наты и А представляет сумму первой и четвертой, В — сумму второй и. третьей и К 
есть интервал между первой и четвертой, то новая ордината в середине всех будет 


95 —А А-ЗБВ 
6 а вся площадь между первой и четвертой будет А в. 
< 
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Заметь, что если в тех случаях, когда ординаты стоят на равных расстояниях, 
взять суммы ординат, которые равно отстоят по обе стороны от средней ординаты, и 
удвоенную среднюю ординату, то образуетея новая кривая, площадь которой опреде- 
ляется меньшим числом ординат и равна искомой площади первой кривой. 

Точно так же, если за новые ординаты принять сумиу первой и второй ординат, 
сумму третьей и четвертой, сумму патой и шеетой и т. д. или если взять сумму 
первых трех ординат, сумму трех ближайших, сумму трех следующих затем, или если 
взять суммы четырех или пяти ординат, — площадь новой кривой будет равна площади 
первоначально предложенной кривой. 

Итак, если дано любое число ординат кривой, площадь которой следует опре- 
делить, то квадратура ее сводигея к квадратуре другой кривой с меньшим числом 
ординат. 

Но через данные в любом числе точки можно проводить не только кри-- 
вые линии параболического рода, но и бесчисленные кривые различных других родов. 

Пуеть (фиг. 3, табл ХХУ) СФЕи ЕСН — две кривые, имеющие общую абециссу АВи 
ординаты ВО, ВС, лежащие на одной и той же прямой, и пусть зависимость между 
этими ординатами определяется каким-нибудь уравнением. Пусть будет дано несколько 
точек, через которые должна проходить кривая СОЕ. Тогда этим уравнением опреде- 
ляется столько же новых точек, через которые пройдет кривая РаН. С помощью при- 
веденных выше положений описывается кривая ГОН параболического рода, проходя- 
щая через все эти новые точки, & е помощью того же уравнения определится кривая, 
СВЕ, которая пройдет через все первоначально заданные точки. 


ПИСЬМА 


ПЕРВОЕ ПИСЬМО НЬЮТОНА К ОЛЬДЕНБУРГУ 


Первое письмо Исаака Ньютона, профессора математики в знаменитой ЁВем- 
бридженой академии, к Генриху Ольденбургу, секретарю Королевского лондонского 
общества, от 18 июня 1676 г., подлежавшее сообщению (через чего) славнейшему 
мужу Готфриду „Пейбницу. Послано Лейбницу письмом Ольдендургсм (96 июня). 


Хотя в выдержках из писем Лейбница 238), которые ты мне недавно приелал, 
он по скромноети многие исследования 0 десконечных рядах, о которых уже пошла 
молва, приписывает нашим соотечественникам, я все же не сомневаюсь, что он пришел 
не только (как утверждает сам) к методу разложения различных величин в такие ряды, 
но также нашел еще упрощения, иногда подобные нашим, если не лучшие. 

Так как ему хочется знать, что в этой области было открыто англичанами 299) 
и так как я сам несколько лет тому назад принялся за это исследование, то, чтобы 
хоть частично удовлетворить его желание, передаю тебе кое-какие из ветретившихся 
мне мыслей. 

Дроби обралцаются в бесконечные ряды посредством деления, радикальные 
выражения — посредством извлечения корней; и с буквами следует производить дей- 
ствия так, как обычно они производятся с десятичными числами. Таковы основы этих 
приведений. 


Но извлечения корней значительно порииютея с помощью следующей теоремы: 
эй 


Р-- Ро|® — р» о п во” бо“ т о ит д. 


здесь Р--- Ро обозначает величину, для которой следует найти корень или степень, или корень 
из ее степени; Р— первый член этой величины, ()— совокупность остальных членов, деленных 


. 78 в В 
на первый. Далее, —— есть числовой показатель степени Р-- РО, причем либо целой, либо 


‚(как я буду говорить) дробной, либо положительной, либо отрицательной. Именно совер- 


шенно так же, как аналитики обычно вместо па, ааа ит. д. пишут 42, аз ит. д., так и я 
1 1 1 


у 1 а Е тт аа 
зместо Уа, Уа, Уа нишу а?, аз, абит. д., а вместо —, о а Пишу я а а’. 
а 
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Так, например, вместо 


м 
УС: 8-х 
я пишу 
1 
аа Х 8-х | °, 
а вместо 
о 94 —_ 
УС: 81555 Хх 8 5 
пишу 


2 


ааб Ж аз —- 66х Г 3. 


2 9" 


Если в последнем случае принять 03 -- 605| ° за РА РО|”, то в приведенном выше 
правиле надо взять 
66 


Р== аз © == о 


й 


(3) 
‚ Т=— 2, пП=5. 


Наконец, для обозначения членов, последовательно получаемых в результате © 
© к- 2 ыы ® 
помощью таких действий, я употребляю буквы А, В, С, О ит. д. Именно А есть первый 


77, 
> „ т 
член Р”, В — второй > Аб ит. д. 
Дальнейшее употребление этого правила разъясняется на примерах. 


ПРИМЕР | 
1 


о —__з тт 4 6 55 
‚р (или сс = Щит. Д. 
Усе-Е ох (или се хх )==е- 5. с -- —- Е д 


В самом деле, в этом случае 


тт г г 
Р== сс, =, т = 1, 7—2, А(=Р” = с | "=, 
т хх | т— п ла 
Вв| =— 4 — ‚ Ср = —— —=———_ ИТ. д. 
Й) о) 2С 2 во) 364 ^ 


ПрРимМЕР ИП 


ах 20851-40468 —250 , 


1 
у сб -|- сх — 25 (т. е. сб 04; — 28| °) = е-- 5: 959 _ кит. Д. 


Это будет ясно, если подставить в приведенное правило 1 вместо т, 5 вместо я, 
64% — 26 


сб вместо Ри, наконец, —_— вместо ©. Можно также подставить — 5 вместо Р 


ст б 
их 


=— вместо @; тогда получится: 


НЕ сх ‚ 268хх- 469 -- с10 


Первый прием следует избрать, если х очень мало, второй — если оно очень 
велико. 
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ПРИМЕР Ш 


1 
М№ ——з 1 аа ал Та 

т АЕ ® ® № у 8 —- 34 — № — И ОН ИВАН ® Г] 

авы ХИ Ху в т Х 

В самом деле 


эн 1 


—= 4/3 ___ 4 ; — —- —— — шов Хх-з —_ —1 1. 
Р= уз, 9 ии 7 1, и=3, 4(=Р” —=у ) =и те. у; 
т — 1 1 — аа аа 
вхо хух У ) Гл 


ПРИМЕР ]У 


> 


Кубический корень из квадрато-квадрата 4-е (т. е. а-Не |3) есть 
1 


4 443 2ее 4е3 
аз — - 5 — ит. д., 
З 943 3143 
ибо 
е ли. а 
Р = а, =, 1—4, п=3, А(=Р"”)—=@а3 ит. д. 


ПРИМЕР У 


По такому же способу выводятся и простые степени. Например, если. угодно 
5 


найти кубо-квадрат Ре (т. е. а--е р или а е Г), то соглаено правилу будет: 


ух 
Р=4, =, 11 =5, В=1, А(=Р*) = 45, в( = 49} = 5 
и также 


С = 1043ее, ШП ==1044ез, Е=Бае, ЕГЕ=еи а = 


т — 5я 
6% 
Таким образом 
а-Рер’ = а? -1 54'е-+ 104ее - 1044 ва -г г. 
ПриИмеЕР У 


Деление (как простое, так и повторное) также выполняется по этому правилу. 
1 


1 - 
Например, если требуется разложить в ряд простых членов д--о (т.е. а-е 
| 
—1 
те. 
или 4-е | ^_^), то соглаено правилу 


эн. —1 
@ — 


,9 т — —], и=1и а (Р* =а 7) = 4" ван 
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ТОЧНО Так же 


Таким образом 


— — — 


ПРИМЕР УП 


———— 8 
а--е| (т.е. единица, трижды деленная на 4-е или сразу поделенная 
на куб этой величины) обращаетея в 
1 Зе бее 10 


е3 
вата ых 
ПримЕР УШ 
|. Зее 14е3 


, 1 
АХ И "о в -Н и т. д, 


4 342 94° 81а 
ПРИМЕР ]Х 


АЖ а— | или М, деленная на квадрато-кубический корень из куба 4-е, или 


М 
У 43 - заае- заее - ез 
обращается в 
1 Зе 12ее 52е3 
МХ м —Р— ——= | ит. д. 


4° 54° 954° 19548 


По этому же правилу удобно выполняется умножение степеней, деление на 
степени или на радикальные выражения и извлечение корней высших степеней в случае 
числовых выражений. 

Определение корней неявных буквенных уравнений совершают по образцу реше- 
ния числовых. Но метод Виеты и нашего Оутреда 300) в этом деле менее удобен. Это 
привело меня к изобретению другого метода, образцом которого служат следующие таблицы. 

Правый столбец таблицы получается с помощью замены у, р, а, г в среднем 
столбце их значениями, представленными в левом. 

Первая, таблица дает решение числового уравнения: 


18 —2у—5 =0. 


Эдесь из чисел, написанных наверху, по вычитании отрицательной части корня из положи- 
тельной получается сам корень 2,09455148. 
Вторая таблица дает решение буквенного уравнения 


у - ату-- аау — 48 — 343 =0 


2 
г 
15 
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у83—2у—5 =0 -- 2,10000000 ит. д. 
— 0,00544852 
‚ - 2,09455148 ит. д. =У 
2-Е р=у Ну --8-- 12р-{- бро р? 
— и —4—2р 
—5 —5 


Сумма —1-- 10р-- брр-| р? 
-- 0,1 9=р -- 23 -- 0,001-- 0,034- 0,344 -{ аз 
—Г 6рр -- 0,06 — 1,2 6 
—- 10р 1 —-10 
—1 —1 
Сумма —- 0,061 -1 11,234-| 6,399-- 4 
— 0,0054 у =а — а? — 0,0000001 —- 0,000% и т. д. 
Ч 6,394 | 0,0001837 — 0,068 
11,284 — 0,060642 1 11,23 
-- 0,061 {0,061 
Сумма —- 0,0005416 -- 11,162‘ 


— 0,00004852 $5 =х 


В первой таблице первый член выражений р, 49, г в первом столбце находится 
путем деления первого члена ближайшей помещенной выше суммы на коэфициент вто- 
рого члена той же суммы (например, —1 на 10 или 0,061 ва 11,23) и изменения знака 
результата. 

Почти по такому же способу находится этот член и во второй таблице. 

Но здесь главное затруднение заключается в нахождении первого члена корня. 
Это совершается при помощи некоторого общего метода, но я его теперь опускаю ради 
краткости, как и все прочее, что относится к надлежащему изложению действия; недосуг 
мне говорить и об упрощениях. Скажу лишь вообще, что раз найденный способ опре- 
деления корня какого-либо уравнения может служить правилом для решения аналогич- 
ных уравнений; что из нескольких правил этото рода можно по большей части образо- 
вать и более общее правило; далее, что для всех как простых корней, так и корней 
неявных Уравнений можно бывает вывести бесконечное число выражений, и посему 
всегда следует обсудить, какое из них являетея более простым. 

Было бы слишком долго описывать, как из уравнений, приводимых таким обра- 
зом к бесконечным рядам, определяются площади и дуги кривых, объемы и поверх- 
ности тел или каких-либо отрезков каких-либо фигур и их центры тяжести и как 
можно привести в этого рода уравнениям в бесконечных рядах ‘также все механиче- 
ские кривые и потому решить относящиеся к ним захачи так, как еслибы онибыли геоме- 
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трическими. Достаточно будет рассмотреть некоторые образцы таких проблем. Крат- 
хости ради я буду иногда употреблять в них, как и в начале, для обозначения членов 
ряда буквы А, В, С, Г и. т. д. 


| хх др 131% 5094 
та о (а 90 дух 
у’-ралу т аау— 2? — а @— ТР еда Е 5120а К 165548 ИТД 


а р=у уз аз -- Заар -- Зарр -- рз 
—- аху -- вас-- ахр 
-- ау @ аа 
—- 713 — 13 


= 


— * ахх -- ах4 


-—вах  -—- 40049 
—- аах 


—- 13 


| 3 3 
—- Зарр -- Те 12 —-5 424 —- 3944 


1-5 314 
—_—_—_ _ " — Г ® 
ма г’ 1 Г 3944 -- 1006 1" 


3 314 
— д —_—__ Т. . 
-- 16 729 -- 1094 "АХ 


1 1 да 
128 ^ 2“ 


— 4494 -- 5 асх -|- Чаат 


65 . 65 


2 — 29° д 
64” УВЫ 


1 131 1524 13128 509 
даа — — а. ЕСЛИ ПИ ЕЕ ЕАН 
77 49а — > а: 198 ” оз ( 51244 163842 


} 
— 20} — 243 
| 3 — —- 43 4-3 жа И Т. Д. 
4” -9ч=Р 64 16 


———— 


к) 
ко 
НХ 
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ПРИМЕР 1] 
Требуется найти дугу по данному синусу или синусу-верзуеу. Пусть радиусе =, 
а синус = <. 
Тогда дуга булет = 


5х1 
—___ _—____ —_—_____ 3+4) 
бу + 4071 Г ах ИТ. 2. 
т. е. = 
1Жж1хах 3х 34ах 4 Ж5+1х ТТХ 7ах 
Гав 3 Жи ах ы* а Ра О ти. 
Если 4 есть диаметр, а х — синус-верзус, то дуга будет равна 
1 5 и 
11 Е Е] :2 
ед, 
ва* 404 1124? 
т, е. = 


Зтх 


— г 
Уча нат сд зоаа + аа аа титх 


Еели, обратно, угодно по данной дузе найти синус, то при радиусе =х и дуге = 
==2, синус будет = 


23 25 27 29 
#2 ———_— ———— д —___д_и Ш 
бут Г 1207г 504078 Г 3658808 ИТ. 
‘т. е. —= 
#2 95 #2 
А В 0— . Д. 
2х 37 4 Х 57 6х 7/7 С ит.д 
А синус-верзус = 
22, 2 | 26 28 
— де 7208 чот Г ТД» 
я е. = 


2 2: 22 22 


Хо ВА Бе В то ИТ. Д. 


ПрРимЕР П 


Дуга дерется в данном отношении к другой дуге. Допустим, что диаметр = @&, 
`хорда данной дуги =, а некомая дуга относитея к данной, как п к 1. Тогда хорда 
„искомой тт "тет — 


— 7% — пи 49 — 
АЕ ва ТА а те В-- и "ОР Зо аа "р 
81 —2 , 
озна ИН) и Т. Д. 


Заметь здесь, что в том случае, когла % число нечетное, ряд перестает быть 
‘бесконечным и обращается в ряд, который получается с помощью обыкновенной 
‚алгеоры в случае умножения данного угла на это число я $01. 
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ПРИМЕР Ш 


На одной из осей АБ эллинса АВЛ (фиг. 4, табл. ХХУ) (центр которого С, а дру- 
гая 0сь ОН) дана некоторая точка Ё, вокруг которой вращается прямая ЕС, ветре- 
чающая эллипе в С. Требуется по данной площади эллиптического сектора ВЕС 
определить прямую СК, опущенную из точки С перпендикулярно к оси. 

Пуеть ВС =а9, ОС =х, ЕВ =Ё и удвоенная площадь ВЕС ==г. Тогда 


10944—949 __ 28043-50494! — 2254 
5 2 03) 
12074й °“ 5040760 титх 


1 4 
г = а— 23 
С И ° бух - 


Так можно решить эту астрономическую задачу Кеплера 303. Если положить в этом же 


СВ} 
эялипее СД ==, ме и СР==т, то эллиптическая дуга ОС будет равна 
1 1 1 8 ] 
8 тот — 9 ‚1 
т бес 2 10763 т 1477с* 7" 187365 г 29-466 ит --и т. д. 
О О ООН: 1 
4054 28765 247766 = 99у307 
2 1 3 
Е 11266 — 48те? — 8877с8 
5 5 
11598 = 359709 
у 
+ 2816610 


111 
Чиеловые коэфициенты членов, расположенных наверху (516 д итд], 
образуют здесь гармоническую прогрессию, а числовые коэфициенты всех членов, 
стоящих ниже, получаются в каждом столбце се помощью постоянного умножения 
вышестоящего члена на члены следующей прогрессии: 
1 3 5 1 9 
—п—1 И 5 — ПТ —щп9 
2 3 4 5 6 
2 ? 4 ” 6 ? © ? 10 
При этом п означает показатель степени с в знаменателе вышестоящего члена. 
Например, чтобы найти числовые коэфициенты членов, стоящих под 
1 
1 1 2" 1 
9 —=6 и умножаю — (члоловой коэфициент в яя) на ———, т.е. на 1; при этом 


99406 , я полагаю 


22 2 


1 . 1 
я получаю 55, чиеловой коэфициент следующего за ним внизу члена. Затем я умножаю > 


о 


— 


) 3 ` 
на ———— ИЛИ ——— , Т.е. На —, и ПОЛУЧАюЮ 
4 д’ 4’ у 


‚ числовой коэфициент третьего члена 


<] Зо 


15 Зак. 3296. — Ньютон. 
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<” 5 
в этом столбце. Таким же образом 55 х —& — дает З5а › числовой коэфициент чет- 
. 
58—71 
вертого члена, а —_ Ж-— дает числовой коэфициент самого нижнего. 
р 8 352 5 2 о, фик 


члена. 
Так же поступают и в прочих столбцах, вплоть до бесконечности. Вместе с тем 
но приведенному правилу можно продолжить сколь угодно выражение для ДО. 


„ 
Если обозначить РВ = и если х есть поперечная сторона эллипса ие —-1 8» 


то эллиптическая дуга Ва = Ухх на 


2 —2 |] +4 | — 10 
18. [2 —- 3е В — 9е —- 306 
^^ —_5 е | +23 ее г 23 — 123 ее 
ый 8“) 4 п 
577 7 91 | 
— —_ 63 _— р3 
16°} тз° 
773 45 
— ез 
128) 
94 


Поэтому если желательно иметь длину всего эллипса, то рассеки СБ пополам 
в Ри согласно первой теореме определи дугу ДО, а согласно второй — дугу ВС. 
Если, наоборот, по данной дуге эллипса ОС ищется ее синус СР, то, обозначив 


СВ]” 
СО — х, р =“ 1 ©амую дугу РС =, мы получим: 
| 1 1 
Ще 28— а 27— . Д. 
СР бес ° 10963 ° Т477с* ит 
13 71 
+ 120 с* + 420768 
__ 493 
504066 


Сказанное здесь об эллипсе легко распространяется и на гиперболу, если только 
изменить знаки с и е, там где они стоят в нечетных степенях. 


ПрРимМЕР [У 


Допустим, что СЁ есть гипербола (фиг. 5, табл. ХХУ) с образующими между собой 
прямой угол КАЛ асимптотами АД и АР. К АР восстановлены какие-либо перпен- 
дикуляры ВС, ПЕ, встречающие гиперболув Си Е. 

Обозначим АВ=а, ВС = и площадь ВСЕР ==2. 
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'Гогла 
р: 22 23 24 25 
ВР=- + 2аБь - баа6з + 244364 - 1204465 Ги т. д. 


Коэфициенты знаменателей получаются здесь посредством непрерывного умно- 
жения друг на друга членов следующей арифметической прогреесии: 1,2,3,4, 5 ит. д. 
С помощью этого можно по данному логарифму найти соответствующее ему 


чиело. 
ПРИМЕР У 


Допустим, что УРЕ (фиг. 6, табл. ХХУ]) есть квадратриса, вершина которой в 7; 
А — центр, & АЕ —радиус соответетвующего круга, АЕ — прямой угол. Я опуекалю 
на АЕ какой-либо перпендикуляр ОВ и провожу касательную к квадратрисе ОТ, встре- 
чающую ее ось АВ в Т. Обозначь АТ ==а, а АВ==х. Тогда 
хх д 2.56 
Ва ЧБ бб И 
дх д 2.56 
ИТ = За -- 1503 + 189 а? итд 
дз 5 21 
Площадь АГРВ-—= ах — 94 59548 ^ 66158 И". д. 


25°, 1445 4 
ы ы о ит. д. 


и 


Па РР Г 502501 | 89309548 


Отсюда по данному ВО или ТТ или по площади АТОВБ, или дуге УР посред- 
ством решения неявных уравнений можно обратно вывести х или АБВ. 
ПримеЕР \1[30%) 


Допуетим, наконец, что А ЕВ (фиг. 7, табл. ХХУП) есть ефероид, получаемый при 
вращении эллипса АЕВ вокруг оси АВ и рассеченный четырьмя плоскостями: А.В 
проходящей через ось, ОС, параллельной АВ, СРЕ, перпендикулярной к оси и рас- 
секающей ее пополам, и ЕС, параллельной СЕ. Пусть прямые СВ=а, СЕ =, 


ОР =хи РО = ч. 
Сфероидальный сегмент СООР, ограниченный упомянутыми четырьмя плоско 


стями, будет: 


р) Я 8 — ИЯ 5 — д 
- 26% —3: У 50а У 56% 


и — 9 ри т 
У — 5761 `^ 


23 3 :53 513 
д ит.д. 
Заа 18саа 4063ва 33665аа 
сто 5 325 
— о ит.д. 
2044 40са^ 16063а* 
©" 521 
ит, д. 
5646 336саб 
5649 я тд 
57648 "7" 
— ит. Д. 


1:* 
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ИТ. АД. 
3’ 20’ 56’ 5716 
получаются здесь все до бесконечности посредством непрерывного умножения первого 
коэфициента 2 на члены следующей прогрессии: 


1.1 1х3 3Ж5 79 
2х3’ 4х5’ вхт юхи" 
Числовые коэфициенты нисходящих членов в первом столбце получаются все 
до бесконечности посредством непрерывного умножения верхнего коэфициента первого 
столбца на ту же прогрессию, во втором столбце — посредством умножения на члены 
прогрессии 


1 1 1 5 
Числовые коэфициенты вышестоящих членов (2, — 


Т. Д. 


1ЖЕ 8Ж3 БЖ5 Т1Х7 


т РА, и т. д.; 
2х3’ 4х5’ 6ХТ 8х9 “” 
в третьем — на члены прогрессии 
8Ж1 5Ж8 17Ж5 Э9Жт 
ПЕ Ре, А, ит. д.; 
23°’ 45’ 6 ХТ’ 89 
в четвертом — на члены прогрессии 
5х1 1Х3 95. 
2Жж3’ 4Ж5’ 6х7 т" 
в пятом — на члены прогрессии 
11 9%: ИХ, 


2х3’ 4х5’ 6Хт 
и так Далее до бесконечности. 

Таким же образом можно определять сегменты ‘других тел, и значения их иногда, 
бывает удобно бесконечно разворачивать в некоторые числовые ряды. 

Отеюда видно, насколько расширяются благодаря этого рода бесконечным урав- 
нениям границы анализа, ибо с их помощью он распространяется, сказал бы я, почти 
на все проблемы (если только исключить числовые задачи Диофанта и им подобные). 

Впрочем стать вполне универсальным без привлечения некоторых дальнейших 
приемов выводов рядов анализ не может. В самом деле, существуют некоторые про- 
блемы, в которых нельзя получить ряды посредством деления или извлечения корней, 
или решения неявных уравнений. 

Однако мне сейчас недосуг рассказывать, как следует поступать в этих случаях, 
а также сообщить о том, что я придумал для приведения, когда это позволяет природа 
дела, бесконечных рядов к конечным. Я кратко пишу об этом потому, что исследования 
давно мне надоели до того, что я не занимаюсь ими уже почти пять лет. 

Прибавлю только одно: после того как какая-либо проблема свелась к беско- 
нечному уравнению, можно почти без труда получить различные приближенные фор- 
мулы для механики, изыскание которых при помощи других методов обычно требует 
и много труда и большой траты времени. 

Примером этому могут служить рассуждения Гюйгенса и других о квалратуре 
круга. В самом деле, чтобы вывести приближенно дугу по данной ее хорде 4 и хорде 
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половины дуги В, обозначь эту дугу ==, радиус круга = 7; тогда согласно вышеизложен- 
ному 4 (именно удвоенный синус половины 2) == 


3 26 
“—1хы» Гахах юн 1", 
а 
В— 1 . 23 26 


м ЩИТ, д. 
5 16 Г 2х 16х16 Х 190 к 
Умножь теперь В на некое число в и из произведения вычти / и, чтобы уничтожить 
. п23 З 
второй член разности именно — 


—- ы положи его =0 
2Ж16Ж бу Г 4Х 627 ] =“ 
Из этого получитея что п =8 и 


325 
В Жен ги т. д., 
т. е 
88—44 _. 
5 —=2 


с погрешностью по избытку, равной только ОНИ ИТ. д. 
7168074 
А в этом и заключается теорема Гюйгенса, 365). 

Допустим, кроме того, что (фиг. 8, табл. ХХУГ) требуется на неопределенно продоя- 
женной прямой АД, стрелке дуги ВФ, найти такую точку С, чтобы проведенные из нее 
прямые СВ, СЪ отсекали на касательной отрезок Ёе, приблизительно равный этой 
дуге. Пусть С — центр круга, диаметр АК = 4, стрелка АЛ ==. Тогда 


г ии 5 ит. д. 
64’ 404а° 1124? 
Далее 


АЕ— ОВ: АШО:: АЕ: ЧС. 
Веледетвие этого 


., 3 1 12тх 
Аб=- — та или ит. д. 
Возьми 
Аб—=б аль 
3 5 
тогда 


РС; (34—52) ‚РВ::РА: АЕ ОВ. 
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Ноэтому 


°3 


У 
2 2 2 
25 х 23 


АЕ— ОВ = = -- 5-я т. д. 
34 54 30047 


АЕ М итд 


64? 404° 12004” 


Вычтя это из выше полученного значения АЕ, ты найдешь в остатке погреш- 
7 


16:5 
ость = -- или — ит. д. 


5954° 
Поэтому возьми на АС отрезок АН, равный пятой части ОА и Ка= НС, 
тогда линии СВЕ, Се отсекут на касательной отрезок Ёе, приблизительно равпый 


1678 _„— 
дуге В45. Погрешность будет всего — 02 У 2 —- или — и т. д.; она очевидно 


много меньше, чем В теореме Гюйгенса. 
Если взять 
ТАК: ЗАН:: ОН:т 
и принять Ас = СН — п, то ошибка будет еще значительно меньше. 
В том случае, когда требуется механически получить какой-нибудь сегмент 
круга ВА, я сперва привожу эту площадь к бесконечному ряду, например 
& следующему: 


затем я ищу механические построения, се помощью которых приближенно полу- 
чается этот ряд. Таковы следующие. Проведи прямую АВ; тогда сегмент В.А прибли- 


2 4. . 
зительно = — АВ-- вх АР, с погрешностью по недостатку, равной только 
Э 
23 — 
аа" ИТ. Д. 
Точнее (если рассечь АД пополам в точке Ё и провести прямую БЕ), этот 


4ВЕ- ВА 
15 


—__ 28 __ 
Фегмент == ж 4АШ, е погрешностью, которая равна всего 5воаа! Е Т. Д. 


1 
и всегда меньше, чем Т500 В°®ГО сегмента, даже если этот сегмент достигает полукруга 309. 


В эллипсе В.АЬ (фиг. 8, табл. ХХУ]), вершина которого есть 4, одна из осей АК, 
поперечная сторона АР, возьми 


1 19 АК— 91АР — 
5 АР-| т х АР. 
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В гиперболе возьми 


‚1 19АК-- АР, — 
Ра = АР де ХАБ. 


Мрямая @аВЕ отсечет на касательной отрезок АЕ, приблизительно равный дуге 
эллипеа или гиперболы АВ, правда, если только дуга эта не слишком велика. 
Для площади гиперболичеекого сегмента (фиг. 9, табл. ХХУТ) ВЬА возьми 
на ОР отрезок 
мр— ЗАРР 
4АК 


и в точках Л) и М восетавь перпендикуляры 08, ММ, ветречающие полукруг, опи- 
ванный на диаметре АР. Тогда приблизительно 


ЧА х 4АРр == ВЬА. 
Кюли взять 
БАД 
ВМ =чдк, 
то, еще точнее, 
ЭТУ 448 р ВА, 


Твой в т. д. 


Кембридж, 13 июня 1676 г. Исаак Ньютон. 


ВТОРОЕ ПИСЬМО НЬЮТОНА КЁ ОЛЬДЕНБУРГУ 


ИЗВЛЕЧЕНИЕ 


ИЗ ПИСЬМА ЛЕЙБНИЦА К ОЛЬДЕНБУРГУ, ПОДЛЕЖАВШЕГО СООБЩЕНИЮ НЬЮТОНУ 
27 августа, 1676 г. от Р. Х. 


Славнейшему мужу Генриху Ольденоурзу 
Готфрид Вильгельм Лейбниц. 


Письма твои от 26 июля содержат больше и более замечательные вещи по 
вопросам анализа, чем многие толстые томы, посвященные им. 

Поэтому я равно благодарю и тебя, и славнейших мужей Ньютона и Коллинза, 
пожелавших приобщить нае к богатетву столь замечательных идей. | 

Открытия Ньютона достойны его ума; это полностью явствует из его оптических 
экспериментов и его ката-дхиоптрической трубы. 

Ньютонов метод нахождения корней уравнений и площадей фигур е помощью 
бесконечных рядов совершенно отличен от моего, и следует удивлятьея различию 
путей, по которым можно притти к одному и тому же. 

Меркатор дал квадратуру рациональных фигур 3”), т. е. таких, в которых зна- 
чение ординат может быть выражено через данные абециесы рационально (т. е. так, 
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что неопределенная величина не стоит под радикалом), и учил приведению к беско- 
нечным рядам посредством делений. Ньютон учит этому также с помощью извлечения корней. 

Мой же метод есть лишь следствие общего учения о преобразованиях.... °®. 

Я бы хотел, однако, чтобы славнейший Ньютон кое-что разъяснил полнее, как, 
например, обоснование теоремы, приведенной вначале, далее, способ, с помощью кото- 
рого он находит при своих действиях величины 7, 4,7 и, наконец, прием, с помощью 
которого осуществляется в его методе регресс, например, когда по логарифму требуется 
найти число. В самом деле, он не объясняет, как это получается из его метода. 

Я еще не смог прочесть его письма со вниманием, которого они заслуживают, 
потому что хотел ответить тебе немедленно. Поэтому я не берусь пока решать, мог ли бы я 
кое-что из того, что Ньютон опустил, вывести просто в результате прочтения. Но все же 
было бы желательно, если бы это дополнил сам Ньютон; невероятно, чтобы он не смог’ 
это сделаль, ибо, будучи (повидимому) мужем, владеющим множеством превосходных 
идей, он всегда нам сообщает что-либо замечательное. 

Что касается его заявления, что большая чаеть затруднений (за исключением 
задач Лиофанта) сводится к бесконечным рядам, то я этого не вижу. 

Существуют многие столь сложные и удивительные вопросы, что они не зависят 
ни от уравнений, ни от квадратур. Таковы (среди многих прочих) проблемы обратного 
метода касательных, которые, как он сам признавался, не был в состоянии решить 
даже Декарт. 

В Ш томе „Писем“ находится одно письмо к Бону В котором Декарт пы- 
тается найти требуемые Боном кривые, из которых одна такой природы *), что отре- 
зок директрисы (оси) между касательной, продолженной до оси, и ординатой, проведен- 
ной от кривой к директрисе, всегда одинаков, т. е. прямая эта неизменна. Эту кривую 
не нашли ни Декарт, ни Бон, ни (насколько знаю) кто-либо другой. 

Между тем только я приступил к исследованию, как решил ее с помощью неко- 
торого анализа в первый же день, и даже в первый час. 

Все же сознаюсь, что я еще не достиг в этой области всего того, чего можно. 
было бы желать, хотя наиболее существенное мне известно. 

Но 0б этом сейчае довольно. 


ИЗВЛЕЧЕНИЕ 


ИЗ ПИСЬМА ЧИРНГАУЗЕНА К ОНЬДЕНБУРГУ 
Париж, 1 сентября 1679 г. от Р. &. 


Мне доставил большое удовольствие тот обзор, который ты отправил Лейбницу, 
и ты весьма обязал меня, пожелав меня приобщить к столь остроумным и столь же: 
прекрасным, сколь полезным для прогресеа геометрии открытиям. 

Конечно, мне не может не быть приятным обратиться к весьма, остроумным образцам 
мысли Ньютона как вследствие столь широкого применения их к азмерению всяких 
величин и разрешению других трудных вопросов математики, так и благодаря их дока- 
зательствам, исходящим из столь же общих, сколь остроумных оснований. Вирочем я 
думаю, что можно привести и более простые и более общие основания для приведения 
какой-либо величины к равносильному бесконечному ряду, чем приведение к таким 
рядам дробей и иррациональностей с помощью деления или извлечения корня, чтб, 
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как мне кажется, носит только случайный характер, ибо этот прием имеет тепех и. 
тогда, когда нет ни дробей, ни иррациональных величин. Далее, конечно, следует упо- 
мянуть и то, что по этому предмету дал превосходный геометр Грегори и т. д. 


ВТОРОЕ ПИСЬМО НЬЮТОНА Е ОЛЬДЕНБУРГУ, 


ПОДЛЕЖАВШЕЕ СООБЩЕНИЮ ЛЕЙБНИЦУ 
24 октября 1676 г. от Р.Х. 

Достойнейший муж. 

С трудом могу передать, с каким удовольствием я прочел письма славнейших 
мужей Лейбница и Чирнгаузена. 

Без сомнения, лейбницев прием приведения к сходящимся рядам весьма изящен, 
и один он достаточно обнаружил бы дарования его автора, даже если бы он не написал 
ничего другого. То, что разбросано в разных местах письма в связи с его достойнейшим 
именем, также заставляет нас ожидать от него весьма многого. 

Мне тем более понравилось разнообразие приемов, которыми достигается один 
и тот же результат, что мне известны уже три метода приведения к этого рода рядам, 
так что я с нетерпением буду ожидать нового сообщения. 

Один из моих методов я уже описал раньше; теперь я прибавлю другой, 
а именно тот, с помощью которого я впервые напал на эти ряды. Напал же я на них 
еще до того, как мне стало известно деление и извлечение корней, которыми я теперь 
пол.зуюсь. Изложение его объяснения и служит основанием теоремы, поставленной 
в начале первого письма, основанием, которое желал от меня получить Лейбниц. 

В начале моих занятий математикой я наткнулся при изучении работ нашего 
знаменитого Валлиса на рассмотрение рядов, с помощью интерполирования (пбегс&а- 
1опе) которых он определял площади круга и гиперболы. Именно, если бы для ряда. 
кривых, у которых основание или общая ось = х, & ордвналы = 


6 
2 


1—2%| ‚1—4%| , 1-—2%| , 1—2] ‚12| ‚ 1 24| ‚1—#2%| ит. д. 


1 2 3 4 5 
>. р р. > э 


мы могли проинтерполировать площади кривых, следующих через одну, т. е. площади, 


равные 
2 т - 5 
Е 23, би 25, Е ВЕ. ит. д., 


д, &— 


1 


— 


—__& 
то мы получили бы площади промежуточных кривых, из которых первая 1 — 24 | 


есть круг. 
Для их интерполирования я отмечу, что во всех них первый член есть х, 
о Г 28 В б 
а вторые члены — 23, 5 2, 50, ум аит д образуют арифметическую про- 
Э Э 


грессию, откуда следует, что два первые члена интерполируемых рядов должны быть 
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Относительно остальных интерполируемых членов замечу, что знаменатели 1, 3, 

5, Тит. д. находятся в арифметической прогрессии, так что остается исслехловать 
только числовые коэфициенты числителей. | 

Последние же прелетавляют собой для следующих через одну данных пло- 
шадей цифры степеней числа одиннадцать, & именно 110, 111, 112, 133, 114, т. е., 
во-первых, 1, затем, 1, 1, в-третьих, 1, 2, 1, в-четвертых, 1, 3, 53, 1, в-пятых, 1, 4, 
6,4, 1 ит. д. 

Поэтому я принялся искать,›как можно вывести в этих рядах из данных двух 
первых цифр остальные, и нашел, что если положить вторую цифру т, то остальные 
нолучаются посредством постоянного перемножения членов следующего ряда: 


т — 0. т—1 т — 2 т — 3 т — 4 
1 Хо Ха ХХ Б иТХ 
Например, пусть (второй член) т`=4; тогда третий будет 4 Ж 5 или 6; 
—2 —3 т — 4 
< —> т. е. 4 будет четвертым, 4 Ж ——> т.е. 1 — пятым, ТЖ 5 


т. е. 0 — шестым, чем в этом случае ряд и заканчивается. 
Это правило я и применил к вотавляемым рядам. Так как для круга второй член бых 


:. 
1 
— то я положил т ==-—— и тогда получились члены: 
1 1 1 
— — —— ——3 
т 1 т и ЕЕ 
5 5 8 ХВ 16’ т 16 4 
ИЛИ — Вы и так до бесконечности. 


128 


Отеюда я и узнал, что искомая площадь кругового сегмента есть 


УХ 
сл 
—1 


Таким же образом получаются так же вставляемые площади других кривых 
хак, например, площадь гиперболы и других кривых, следующих друг за другом через. 
‚одну в ряду: 


8 


С 
‚ 1-х | ит. д. 


0 1 


1х! , 17 2х| , 1-х | 


®] 5 


Таков же способ интерполирования и других рядов и то же делается в случае 
‘интервалов с двумя или несколькими недостающими членами. 

Таково было начало моих размышлений по этому вопросу и, конечно, все это 
ушло бы из моей памяти, если бы несколько’ недель назад я не заглянул в мои черно- 
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вые тетради. `После того как я выяенил это, я приступил векоре к рассмотрению 
членов | 
9 2. 4 6 


____? А —__2 —___9 
1—22| ‚ 12|, 11—25], 1— 45| ит. д., 


1) 1—2х, 1242-24 1— Зла 30 — 28 


) 


и увидел, что их можно интерполировать таким же образом, как порождаемые ими пло- 

щади, причем для этого нужно лишь отбросить в членах выражений для площадей 

знаменатели 1, 3, 5, Тит. д., так что коэфициенты членов интерполируемой величины 
1 3 

—_—_ща —_—_—_—__2 ———_т 

1—2%| или 1—2%| , или вообще 1 —2а2| получаются через непрерывное пере- 

. множение членов следующего ряда: 

т — 1 т — 2 т — 3 


"ХХ в Ха ХИТ 


1 
Поэтому (например) 1—2 равно 


3 


——__2 
а 1—2х| равно 


1 


— 


А 1 — |. равно 


Таким образом общее приведение корней к бесконечным рядам по правилу, которое я 
изложил в начале первого письма, мне стало известно раньше, чем я узнал извлече- 
ние корней. 


Но тогда я узнал это, то не могло более оставаться от меня долго скрытым Я 
‚остальное. 
В самом деле, чтобы проверить эти действия, я умножил на самое себя 
1 1 
1 — — их — 44—26 ит т: 
5 8 16 п; 
при этом получилось 1—4, так как все до бесконечности остальные члены при 
продолжении ряда исчезали. Точно так же дважды помноженный на самого себя ряд 


5 
] — — 7х — — 44 — 46 итг 
5 9 81 а 
давал тоже 1—хх. „Желание подлинно доказать эти заключения привело меня 


к попытке рассмотреть, нельзя ли наоборот эти ряды, представляющие с0б0й таким 


‚образом корни величины 1—5, извлечь из нее арифметическим путем. И дело 
хорошо удалось. 
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Форма действия при извлечении квадратного корня была следующая 


1 
ев [1-е — ет ит. Д. 
] 
0 — хх 
сх -—- 1 да 
тх я 
а 
4 
] 1 1 
4 &1_^“ 28 
Ра" 
1 1 
76—28 
87 64” 


Установив это, я совершенно отказалея от интерполирования рядов и стал 
употреблять только эти действия, как представляющие более естественную базу. Не 
упустил я и приведения посредством деления, что представляет собой вещь значи- 
тельно более легкую 311). 

Векоре я подошел и к решению неявных уравнений и овладел ими. Отеюда я 
смог находить по данным площадям и дугам кривых ординаты и отрезки осей и другие 
прямые. Действительно, это не требовало ничего, кроме решения уравнений, выра- 
жавших площади или дуги через данные прямые. 

Вэто время внезапно наступившая чума (которая продолжалась в 1665 — 1666 гг.) 
заставила меня бежать отсюда и мыели мои обратить на другие вещи. Все же вскоре 
я изобрел еще некий прием получения логарифмов из площади гиперболы, который 
здесь и прилагаю. 

Допустим (фиг. 1, табл. ХХУП), что аАЁРР есть гипербола, ‘центр которой С, 
вернтина Ри вписанный квадрат САКЕ =1. Возьми на АС по обе стороны пря- 


1 
мые 4АВи 2 — с, или 0,1. Но восстановлении перпендикуляров ВО и 64, заканчи- 


вающихея на гиперболе, окажется, что полусумма площадей АД и Аа равна 
0,001 0,00001 0,0000001 
ит д,, 
3 5 1 
а полуразность равна 
0,01 0,0001 0,000001 0,00000001 
аб Г ви" 


По приведении это представляется в виде 


0,1000000000000 0,0050000000000 
3333333333 250000000 
20000000 1666666 

142857 1250 

1111 100 

9 1 


0,1003353477310 0,0050251679267 
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—— 


Сумма этих чисел 0,1053605156577 есть Аа, а разность 0,0953101798043 
есть АЛ. Точно так же если взять здесь АБ и 4 равными 0,2, то получится, что 
Аа=0,2231435513142 и АО ==0,1823215567939. 


Имея таким образом гиперболические логарифмы четырех десятичных чисел 
1,2 1,2 
‘0,8; 0,9; 1,1; 1,2 и зная, что 08 х 09 =? и что 0,8 и 0,9 меньше единицы, можно, 
прибавив их логарифмы к удвоенному логарифму 1,2, получить 0,6931471805597, гипер- 
болический логарифм числа 2. Прибавив к трем таким логарифмам логарифм 0,3 
2ж2ж2 
0,8 

Отсюда посредством лишь сложения получаются логарифмы 9 и 11. Вместе с тем будут 
готовы логарифмы всех следующих простых чисел 2, 3, 5, 11. Кроме того с помошью 
только понижения десятичных разрядов вычисленных выше чисел и сложения ‚полу- 
чаются логарифмы десятичных дробей 0,93; 0,99 и 1,01; 1,02, а также 0,998; 0,999; 
1,001; 1,002. А отеюда путем сложения и вычитания получаются логарифмы простых 
чисел 7, 13, 17, 31 ит. Д. 

Эти логарифмы, вместе с найденными выше, по разделении на логарифм 10 
образуют истинные логарифмы, которые и следует вносить в таблицу. Но я потом 
получил их быстрее. 


[так как =) ‚ будешь иметь 2,3025850929933, логарифм числа 10. 


Мне прямо стыдно сказать, до какого. числа знаков я довел на досуге эти вы- 
числения. Действительно, я тогда, вне сомнения, слишком увлекался этими открытиями. 

Но как только вышла остроумная „Логарифмотехника“ Николая Меркатора 
(который, думаю, первым открыл то, что в ней содержится), я стал этим заниматься 
уже меньше, предполагая, что либо он уже знаком с извлечением корней также, как и 
с делением дробей, либо, по крайней мере, что после открытия им деления, другие 
найдут остальное, прежде чем я окажусь в состоянии написать об этом. 

Вее-таки в то же время, когда вышла эта книга, я через друга Барроу- (ныне 
кембриджекого профессора математики) передал Коллинзу сокращенное изложение 
метода для этих рядов, в котором привел способ определения по данным прямым пло- 
щадей и длин всех кривых, поверхностей и объемов тел, и обратно еиособ определения 
прямых по этим величинам: указанный там метод я проиллюстрировал на различных 
рядах. 

Когда между нами после того установилась переписка, Коллинз, муж, рожденный 
для того, чтобы содействовать успехам математики, не переставал настаивать на том, 
чтобы я это представил на обсуждение публики. И пять лет тому назад (1671), когда, 
следуя совету друзей, я принял решение издать „Рассуждение о преломлении света, 
и цветах“, которое было уже готово, я снова начал размышлять об этих рядах и 
налисал о них „Рассуждение“, с целью издать эти оба рассуждения вместе. 

Но после того как по поводу ката-диоптрического телескопа я послал к тебе 
письмо, в котором вкратце разъяснил мои представления о природе света, одно неожи- 
данное обстоятельство побудило меня спешно написать тебе о напечатании этого 
письма. А возникшие тогда же под влиянием различных писем (излагавших возра- 
жения и другое) многочисленные запросы совершенно удержали меня от исполнения 
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моего намерения и привели к тому, что я стал упрекать себя в неблагоразумии и. 
в том, что в погоне за тенью я прежде потеряю столь существенную вещь, как свое: 
спокойствие. 

Тем временем Джеме Грегори на основании одного из моих рядов, который 
переслал ему Коллинз, после долгих размышлений (как писал он Коллинзу) пришел 
к тому же методу и составил о нем трактат, который как мы надеемся, будет издан 
его друзъями, так как благодаря свойственному ему остроумию он не мог не прибавить 
со своей стороны многое новое, что было бы важно сохранить в интересах математики. 

Я же свой трактат далеко не довел до конца, когда решил бросить им за- 
пиматься, и сейчас я не расположен его восполнить. 

Так, отсутствует та часть, в которой я хотел объяснить способ решения про- 
блем, не приводящихся к квадратурам, хотя некоторые основы ее я установил. 

Кроме того в этом трактате бесконечные ряды занимают небольшую чаетъ. 

Я собрал немало и другого, среди чего имелея и метод проведения касатель-- 
ных, который тебе сообщил два или три года тому назад искуснейший Слюз и о 
котором ты (через Коллинза) написал, что метод этот мне известен. Мы пришли Е нему 
различным образом. Это не нуждается в доказательстве, так ка я действовал 
на обычных моих основах и никто не может проводить касательные иначе, если только 
не хочет уклониться от правильного пути. | 

Здесь не место останавливаться на уравнениях, содержащих какие-либо корни 
одной или двух неопределенных величин. Впрочем, касательную можно сразу же про- 
вести в этом случае и без какого-либо приведения этих уравнений (которое большей 
частью необычайно затрудняет дело). Так же обстоит дело и в вопросах о наиболь- 
ших и наименьших величинах, а также в других случаях, о которых я сейчас 
не упоминаю. 

Сущность этих действий, которую впрочем довольно легко усмотреть, я (ввиду 
того, что не могу привести здесь его объяснения) лучше передам в следующем скры- 
том виде: 

басс4с13е[ [1131914044745 9 1 2х 312). 

Основываясь на этом, я попыталея также упростить исследования о квадратуре 
кривых и пришел к некоторым теоремам более общего характера. Вот, чтобы быть 
откровенным, первая теорема. 

Для некоторой кривой приложенная в конце абециссы или основания г и 
перпендикулярно к ней ордината есть 

—_4 
42 Же-- [2|. 

Буквы 4, е, [ обозначают здесь какие-либо данные величины, а 0, *, ^ — показа- 

тели степеней величин, ири которых они стоят. 


а +1 
Положи А АР’ ==5, Же!” —=@ и утя—т==®. Пло- 


щжедь кривой будет 


=” г —1 еА т—2 еВ 7—3 ес 
на ох — ит. д., 
“ то я Г [2" 
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где буквы А, В, С, р ит. д. обозначают ближайшие предшествующие члены, именно. 


А — член —, 
$ 
х— 1 еА 
В член — Х —— ит. д. 
5—1 [7 


Когда х есть дробь или отрицательное число, этот ряд продолжается до бееко-- 
нечности, & когда ” — целое и положительное чиело, то он продолжается липть на 
етолько членов, сколько имеется единиц в самом т, и таким образом дает геометри-. 
ческую квадратуру кривой. Я поясню это на примерах 313) 314) 315), 


Пример | 


Дана парабола с ординалой У а2. Приведенная к форме, соответствующей пра- 
1 


3 


вилу, последняя булет 20 Ж0-+ 421| . Поэтому 4=1, 0=0, е=0, [=а, %=1,. 

$ 

1 1 1 > 
^=-—5. Вместе с тем х—=1, $=1 >, О = —х иг”, пк=0. Искомая площадь 

3 
1 > 1 2 — 
будет = Хх а2” на — т. е. 2 Уаг. И вообще если ордината будет с2т, то полу-- 
11 Е 
2 


чится площадь _С  л-+! 
1 
Пример П 


042 


Еели орлината есть ———— 
ри 64 — 2662г - 24 ° 


—__2 
то она приводится к @*2 ЖЖ 66 — 22 илИ` 


также а’ 2 —1- 062 | | 


В первом случае 4==0*, 6 =1, е= сс, [=-— 1, 1=2, ^=—-2. Вместе с тем 
а 1 а . 
т —= 1, $=—=— 1, 9=—>5 Ж 6 — 22 ,Т. е. 922’ х =0, и площадь кривой 
20 94 

есть 9 на, Т. в = о. 

Во втором случае 4==0^, 0—= —3, е=— 1, Г=е6, п=— 9, А= —2, г=1 
4 дд! 2. 
$=—1, О= —5=ж-— 1-1 вс *| ‚ Т.е. ее п =0, и площадь == 
20 0422 

= %, на — —, те. 5 о Площадь в этих случаях определяется различным 


образом ввиду того, что исчисляется от различных границ, получить которые нетрудно 
шо найденным выражениям площадей. 


240 ВТОРОЕ ПИСЬМО К ОЛЬДЕНБУРГУ 


ПрРимЕР Ш 


при ., 
Пусть ордината есть —5 У 52-Е гг, т. е. по приведении к надлежащей форме либо 


9 1 ка 


—— м —_> 
фе * ЖЬГ2|?, либо а “ЖЖ Ь!| . В первом случае 4==05, =, 
. 1 7 
е =, р=1, ч=1, ^=-—. Вместе с тем = —59 ит. д. Так как г здесь не 
ноложительное число, то я обращаюсь в другому случаю. Эдесь 4 == а5, 8 = —4, е=1, 
3 
1 1 аб —? 
[=6, ч= —1, =. Вместе с тем х=3, 5=8—, 9 =— ЖЕ | 
б 5 ____ 
п Ува, п = -— 2. 
Площадь есть 
Ра 2 2" 1 2 20 
ЕН Е и 
1 1 1 1 1 1 
8 — — 3—Ь 1 —- 8 — 3 — 66 
2 2 2 и) 2 2 
Т. е. —= 
— 3066 —- 2462 — 16гг абг —|-- а56 ——— 
105622 на 2 х И == 5. 
При мЕР У 
1 
23 


Пуеть, наконец, ордината есть Это, по при- 


5 2 4 
Уз — 3496623 —— Заасе? — абаг 


1 2 
зедении к форме, указанной в правиле, превратитея в 023 Же—а2? 


1 2 3 1 
Эдесь 4==6, 9 — 2) е = С, = — а, т — —5 А —— , И ==: 2, 8 =—, @ = 
О 3 5 5 
2. 
: 2" р 
Площадь есть 
2 
2 оз 
ох 52° 5 х— 58 то 30462° Г 756 о 3 
7 2 Ча’ “” 2Заа ` 


Если бы в этом случае дело не удалось вследствие того, что х было бы дробью 

или отрицательным числом, я произвел бы испытание второго случая, освобождая 
2 2 

в ординате член— 42? от коэфициента 2°, т. е. приводя ординату к еледующей 


‘форме з 
1 5 


р 5 ха ег. 


2 
3 


< 
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Если бы ни в том, ни в другом случае х не было целым и положительным, тоя 
заключил бы, что кривая принадлежит к числу тех, которые не допускают геометри- 
ческой квадратуры 316). В самом деле, насколько я мог заметить, правило это выра- 
жает через бесконечные уравнения площади всех допускающих геометрическую ква- 


дратуру кривых, ординаты которых состоят из степеней, корней или же любых степеней 


каких-либо биномов, — хотя и не непосредственно, если показатель степени число целое. 

В том случае, когда какая-либо кривая этого рода не допускает геометрической 
квадратуры, имеются в распоряжении другие теоремы для сравнения ее с коническими 
сечениями, или по крайней мере, с другими простейшими фигурами, с которыми она 
может быть сравнен&. 

Для этого также достаточно одной вышеприведенной теоремы, если только при- 
менять ее надлежащим образом. 

Для трехчленов и некоторых других выражений я тоже установил некоторые 
правила. 

Для простейших и обычно встречающихся фигур я едва ли нашел что-либо 
достойное сообщения, что не поддавалось бы стараниям других. Такой можно счесть 
разве лишь дугу циесоиды.  роитея она следующим образом. 

Допустим (фиг. 2, табл. ХХУП), что ГД есть циесоида, АП — диаметр соот- 
ветствующего круга, Г — ее вершина, АР — асимптота, ОВ — какой-либо перпенди- 
куляр, опущенный на АТ. 

Опишем гиперболу ГАК с полуосью АР=АТ и полупараметром Аа = 


АТ, возьмем среднюю пропорциональную АС между АГ и АВ ив точках 4 
Э 


и Г восставим перпендикуляры СЁ и ГК, ветречающие гиперболу в точках Ё и 
К. Проведем прямые КТ и А, касательные к гиперболе в точках К и к и ветреча- 
ющие АГв Т ии на АГ построим прямоугольник АУММ, равный площади 
ТАМ. Тогда длина циссоиды УД равна ушестеренной высоте УМ. Доказательство 
весьма кратко; я его свожу к бесконечным рядам. 

Остается еще сколько угодно изысканий о способах приближений и о различ- 
ных родах приводящих к ним рядов. Но я вряд ли мог бы вместе с Чирнгатзеном817) 
надеяться на то, что можно дать более простые или более общие основы приведения 
величины к рассматриваемого . рода рядам, чем деление и извлечение корней, кото- 
рыми пользуемся я и МЛейбниц, во всяком случае — более общие, ибо ведь нельзя 
указать на такие употребляемые для квадратуры и спрямления кривых и для подоб- 
ных им задач ряды простых алгебраических членов (содержащих только одну не- 
определенную величину), которые нельзя было бы получить с помощью этого метода. 

Действительно не может существовать больше сходящихся к одной и той же 
определенной величине рядов, чем имеется неопределенных величин, из степеней 
которых они состоят. И я умею составить новый ряд для всякой неопределенной 
величины; думаю, что Лейбниц также в состоянии это выполнить 318). 

В самом деле, хотя мой метод позволяет выбирать для построения ряда 
какую угодно неопределенную величину из тех, от которых зависит искомое, 
а метод, который сообщил он нам, как кажется, состоит в выборе таких неопреде- 
ленных величин, с помошью которых дело удобно свести к дробям, которые посрел- 


16 зак. 32%. Ньютон. 
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ством простого деления приводятся к бесконечным рядам, но для построения 
рядов можно брать и другие неопределенные величины с помошью снособа, по кото- 
рому решаются неявные уравнения, если они решаются в подходящих членах, т. е. 
при условии, что ряд образуется из тех членов, которые содержат уравнение 31°. 

Далее, я не понимаю, почему утверждают, что эти проблемы решаются ное- 
редетвом деления и извлечения корней случайно: ведь эти действия в этого рода 
алгебре играют ту же роль, что арифметические действия в обычной известной алгебре. 

Что же касается простоты метода, то я никогда не лумал разлагать в беско- 
нечные ряды дроби или корни без предварительного приведения. Наоборот, там, гле 
встречаются сложные выражения, следует испробовать всевозможные приведения, 
либо увеличивая, уменьшая, умножая и деля неопределенные величины, либо с помошью 
метола преобразования Лейбница, либо каким-либо другим подходяпим способом. А затем 
уже удобно применять разложение в ряды при помощи деления и извлечения корней. 

Главным образом здесь следует стремиться к тому, чтобы знаменатели дробей 
ни подрадикальные выражения сводились к возможно кратчайшим и простейшим и 
кроме того к таким, которые переходят в скорее всего сходящийся ряд, хотя бы 
эти корни и не были превращены в дроби или уничтожены. 

В самом деле, согласно правилу, приведенному в начале другого моего письма, 
извлечение корней высоких степеней столь же просто, как извлечение квадратного корня 
или деление; при этом ряды, выводимые посредством деления, сходятся меньше всех. 

`Ло сих пор я говорил о рядах, содержащих одну неопределенную величину. 
Но с помощью указанного метода можно, если угодно, также образовать ряды из 
двух или нескольких указанных неопределенных величин. Далее, с помощью этого 
метода можно образовать ряды для всех фигур, родетвенные тем, которые вывел для 
круга и гиперболы Грегори, т. е. таких, у которых искомую площадь дает последний 
член 320). Но я не желаю взять на себя здесь эти весьма тяжелые вычисления. 

Наконец, с помошью этого же метода можно построить ряды из еложных 


Г 3 

[1] ® НЯ 
членов. Так, если ордината некоторои кривой есть и па — ат -- —, То я полагаю 
[41 


‚3 
У 
аа — ах == 22 и, извлекая корень из двучлена 2г -- —_› получаю 


‚73 46 


> 


ах 89923 ит. 

Квадратуры всех членов этого ряда можно найти по вышеприведенной теореме. 
Но в том случае, когда простые ряды не достаточно удобны, я предпочитаю другой 
имеющийся в моем распоряжении, но еще не сообщенный метод, который дает 
произвольное приближение к искомому. 

В основе его лежит удобное и легкое общее решение следующей проблемы: 
Описать зеометрическую вривую, проходящую через любое заданное число точек. 

Эвклид показал, как провести через три данные точки круг. Воническое 
сечение можно провести через пять данных точек, & кривую третьего порядка через 
семь данных точек; и я могу описать все кривые такого рода, определяющиеся только 
семью точками 321). Это совершается быстро и чисто геометрически, без вычислений. 
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Но указанная проблема — другого рода, и хотя она е первого взгляда кажется не- 
преодолимой, однако дело обстоит иначе. Она пожалуй принадлежит к числу пре- 
краенейших задач, которые я только желал бы решить. 

Ряду, предложенному для квадратуры конических сечений Лейбницем, род- 
ственны некоторые формулы, из которых я составил прежде каталог для сравнения 
кривых с коническими сечениями. | 

Во всяком случае я могу геометрически сравнивать с коническими сечениями 
все кривые (в бесконечно-бесконечном множестве), ординаты которых суть 


42” 1 да”! 
ы или ит д. 
е -- ра" ии =" е -- [2” -- д" д., 
т а_1 Зв 1 
42? 422 
либо 7, 2 или У” ИТ) и т. Д., 
ее -Е 92 е-- {2 92 
[О У — — 
либо  — Уе- "+ д или 4: 1Уе НН” 92" ит. д., 
=’ 1 2"! 
либо А ИЛИ тени и т. д., 
у е -- 2" -- д" У е - т. 7. - д=”" 
=" 5 Уе :.” д” Уе :.» 
либо ЧЕ Же Или хер ит. д, 
9-2 9 й= 
д" * 4:2" * 
либо — НИЙ ИЛИ А И Т. Д., 
д-- 02" Ж Уе |=” 9-Н и” Ж Уе-- =” 
ВУ аи УЕ" 
либо Чей. или стей. ит. д. 82 
г 9 А 9-2. 
Здееъ 4, с, [, 9 обозначают любые данные величины с их знаками | и —, 2 
.. 1 3 
осъ или основание кривой, а п, 2", н— 1, и — 1, 1, 2—1 показатели 


степеней или измерений =, положительные. или отрицачельные, целые или дробные. 
Каждые две рядом стоящие формулы суть первые два члена продолжающегося до 
бесконечности ряда. 

В третьей и четвертой формулах 469 должно быть не больше {]|, еслие ид 
не противоположных знаков. Для других формул нет ограничений. Некоторые из них 
(именно вторая, третья, четвертая, пятая и тринадцатая) состоят из плошадей двух 
конических сечений. Лругие (как девятая, десятая и двенадцатая) составлены совер- 
шенно иначе. И все они при продолжении ряда скоро становятся очень сложными 
так что я думаю, что едва ли их можно найти только е помощью преобразования фигур 
которыми пользуютея Джэк Грегори и другие, без применения вышеуказанного приема. 

Я не`мог, конечно, получить никак этих общих результатов, прежде чем не 
отвлекся от рассмотрения фигур и не свел весе просто к исследованию одних ординат. 
Но так как я владею всем этим и еще более общим, то, думаю, не станут сомневаться 
что также обстоит дело с более простыми биномами, которые содержатся в этих форму- 


15. 
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лах и получаются, если положить какую-нибудь из букв е или [ или 9=0ип==1 
или 2; и если я не привел ряды, в которые они разлагаются, в первом письме, то 
сделал это не случайно, ибо я вовсе не предполагал перечислять все частные случаи 
поодиночке, а думал лишь разъяснить метод на том или другом частном материале, 
смотря по тому, как это предетавлялось нужным для выявления его общности. , 

Кроме того эти формулы дают ряды не одним только способом. самом деле, если 


а 
в первой из них положить р=0, и=1, то получается ‚ откуда и выводится 


сообщенный нами ряд. Если положить 269 == |}, п=1, то мы получаем затем для 
длины дуги квадранта, хорда которой есть единица, ряд 


а отсюда выводится для ее половины ряд 
1 1 1 1 1 
— ———_ ——_— ИТ. д. 
215 65 1143 555 ^ 
Ты не отвергнешь может быть эти ряды, ибо они столь же простые, как другие и 
сходятся больше. 
Но я оцениваю дело по другому. То, что полезнее и легче дает разрешение 
проблемы, то и лучше. Так, хотя уравнение 13 —х =1 ин предетавляется проще, чем’ 


уу—2у И У -у%, 


но вне сомнения последнее в действительности проще, так как его корень у геометр 
определяет легче. 
На этом основании я считаю лучшими для определения дуг круга или (что 
сводится к тому же).секторов конических сечений ряды, состоящие из степеней синуса. 
В самом деле, если кто пожелает определить длину квадранта до двадцати 
десятичных знаков простым вычислением ряда 


тому потребуется примерно 5000000000 членов, для вычисления чего потребуются 
тысячи лет3?3). И дело пойдет еще медленнее, если воспользоваться тангенеом 
45 градусов. Но если взять синус 45 градусов, то будет достаточно пятидесяти пяти 
или шестидесяти членов ряда. 


1 1 З 5 
Изх 1-15 7601 596 и т. д., 
& вычисление их, как я думаю, может быть выполнено в три или четыре дня. 

Но и это не наилучший способ вычисления длины окружности. В самом деле 
ряд, составленный с помощью синуса 30 градусов или синуса-верзуса 3?) 60 градусов, 
дает соответствующую ему дугу гораздо скорее, а эта ушестеренная или соответственно 
удвенадцатиренная величина и есть вся окружность. Не болыше труда потребует 
вывод площади круга по сегменту со стрелкой, равной четверти диаметра. Л приведу 
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здесь имеющийся под рукой образец ее вычисления, прибавив к нему определение и.10- 
щади гиперболы, получаемой тем же самым вычислением. 

Пусть продольная ось ==1, а синуз-верзус или стрелка сегмента =; тогда, 
полусегмент 


гиперболы \ › 2 хе 28 д 
2 на — До -и 
круг } 3 ОРТ ии Со им 
Этот ряд продолжается до бесконечности следующим образом: пуеть 
3 г 
— ах р Зет 5ах Тех 
252 —а —=—рЬ —=0 —— =, — = — = Т. . 
6 =“ 10 -/Г ИА 


Тогда полусегмент 


гиперболы да ег ит. д 
круга в 5 179 и 1 
Их полусумма есть 
(1 ( е т 
о ОО бо 
аа полуразность р а $ 
5 


Подготовив все это, я полагаю #=-г, т. е. четверти оси и получаю, что 


1 , 0,2 [2 0,05125 
(=) =0,25, (== 55) = 0.08155, о-в”) = 


1Х 8 4= 2Х8 
— 0,001958125, 4 — = — ее — 0,000244140625. 


Так я продолжаю, пока не дойду до низшего члена, который может учаетво- 
вать в действии. Затем, разделив эти члены соответетвенно на 3, 5, Т, 9,11 ит. д.., 
я располагаю их в две таблицы, а именно члены, снабженные обоими знаками, и первый 
член в одву, отрицательные же члены в другую; после того я складываю все, как это 
показано ниже: 


0,0833333333833388 0,0002790178571429 
62500000000000 34679066051 
27126736111 834465027 
5135169396 26285354 
144628917 961296 

4954581 38676 

190948 1663 

7963 5 

352 4 

ы 0,0002825719389575 


0,0896109885646618 


Теперь я вычитаю из первой суммы вторую, и получается 0,0893284166257043, 
площадь полусегмента гиперболы. Затем я складываю эти суммы и результат вычи- 
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таю из удвоенного первого члена 0,1666666666666666; при этом  получаетея 
0,0767731061630473, площадь кругового полуеегмента. К этому я прибавляю тре- 
угольник, дополняющий сегмент до сектора, т. е. 


1 
35 ИЗ или 0,0541265877365274, 
и нахожу сектор для угла в 60 градусов: 
0,1308996938995747; 


ушестерениое значение последнего .0,7853981633914482 и есть площадь всего круга. 


1 
Деление ее на, т. е. четверть диаметра, дает для длины окружности 


3,1415926535$897958. 

Употребляя другие приемы, я мог бы с помощью того же числа членов полу- 
чить много больше десятичных знаков, думаю двадцать пять или больше, но я хотел 
показать то, что можно получить е помощью простого вычисления ряда. Это, конечно, 
не так ‘трудно, так как при вычислении приходится употреблять множители и дели- 
тели по большей части не больше 11 и никогда не больше 41. Можно вычислить 
много знаков и с помощью ряда Лейбница, если на последнем месте прибавить поло- 


вину члена и применить еще другие подобные приемы, как, например, если уетано- 
вить, что сумма членов 


1 1 1 1 1 1 1 1 
тт вти вт мт ИТ 


ОТНОСИТСЯ № сумме всего ряда 
тт 1 
ааа .х, 
гг тэ ит. д 


э 


как 1 у? к 2. Но его употребление всего полезнее в том случае, когда он либо 
комбинируется с двумя другими подобными ему и очень быстро сходящимися рядами, 
либо когда сам он применяется к вычислению дуги в 30 градусов, при тангенсе, 


равном И =. Тогда этот ряд обращается в ряд 
Э 


Е Е Е НИ ОН: т 
8 5х хх “." "> 


который сходитея быстро. Если же комбинировать с другими рядами, то следует взять 


1 


1 
диаметр круга =1 и «=; вся площадь круга будет суммой трех рядов: 


| 48 аб ат 99 ой! 
РУ т Ри им 
аа аб 98 ат 04 пт | 
ОО и т 
аа 910 016 02? 02 


1 5 5 1.9 
Мы рассмотрели здесь ряды в той мере; в какой они ‘применяются к вычиеле- 
нию целого круга. Но при вычиелении его частей каждый ряд имеет собетвенное 
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утютребление и является в своем роде лучшим 329. Есаи дан достаточно малый или 
достаточно большой тангене, то не следует прибегать к какому-либо синусу, чтобы по 
нему вычислять дуги, или обратно. Ряд, боответствующий данной величине, и является 
подходящим уравнением для решения задачи. 

Й думаю, что когда славный Лейбниц установил ряд для определения косинуса, 
но данной дуге, он не заметил, что это и есть мой ряд для определения синуеа- 
верзуеа по той же дуге, ибо они одинаковы. 

Он видимо также не следует моему обычаю обозначать одинаковыми буквами 


вообще величины, имеющие знаки --и — , например, когда производит деление ряда 
Щи т. д. Так, гиперболичеекая площадь (фиг. 3 
|, = 2афь ‘' баа6з - 24036 д , р щадь (ф , 


табл. ХХУП) ВЕ, обозначаемая здесь через =, является положительной или отри- 
пательной, смотря по тому, находитея она с одной или се другой етороны орди- 
наты ВС. Кели численная величина плошади есть [ и еели подставить { вместо 2 
В 910% ряд, то получитея либо 


и 24.04 баз Г о и Т. Д., 
либо 
1, И [8 [4 


тэ авг ИТ Х, 


смотря по тому, положительно или отрицательно 1. Поэтому если положить а==1==6 
и { принять за гиперболический логарифм, то соответствующее ему число будет 


[ Ц [8 й 
тт Та И Т. Д., 


если { ноложительно и 


если { отрицательно. Таким образом я избегаю умножения чиела формул, которое иначе 
чрезмерно возросло бы. 

В самом деле, например, уже одна формула, которую я установил вьзие для 
квадратуры площалей, разложилаеь бы на тридцать две формулы, если бы ее повто- 
ряли в соответствии с разными комбинациями знаков. 

Кроме того, я еще не понимаю, почему славнейший муж предпочитает число, 
большее елиницы, находить но данному гинерболичеекому логарифму © помощью ряда 


| г [3 | 
—— И 1. Д., 
т 12 11х2Ж8 1Хх52Х3зХА 
а не ряда 
И [3 |. 
ит. д. 


тра хаха "гхахзха 


В самом деле, еели ко второму ряду прибавить на один член больше, чем 
* первому, то- второй ряд дает большее приближение. И наверное меныпе работы 
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будет при вычислении одного или двух первых знаков этого прибавленного члена, чем 
при делении единицы на даваемое гиперболическим логарифмом число, взятое ео мно- 
гими десятичными знаками, делении, необходимом, чтобы получить искомое большее: 
единицы число. Оба ряда (если Только их можно считать за два ряда) исполняют 
каждый свое назначение 326). Ряд 


1 в 15 


г 1 Ж2ХЗ ! 1234 ХБ5 
образованный из половины членов предыдущего, может также найти прекрасное при- 
менение; он именно дает полуразность двух чисел, из которой, & также из данного. 
произведения этих чисел получаются оба числа. Аналогично, ряд 


И Е 
1 1х 2 - 1Ж2Х3Х4 


ит. ., 


и Т. д. 


Дает полусумму чисел и по ней сами числа. Отсюда выявляется зависимость, суще-- 
ствующая между рядами, е помощью которой из одного ряда получается другой. 
Формула, определяющая дугу по данному косинусу, если положить радиуе =1,. 


д косинус ==с, с помощью равенства: дуга —Ув— У 24-12, дает меньшее при- 
ближение, чем это кажется на первый взгляд. 
Если обозначить синус-верзус через +, погрешность будет 


90 194 94 И Т. Д. 
Можно положить, что 120 — 27% относится к 120— 17%, как хорда (У 25) к дуге; 
6143 У 9% 
погрешность будет тогда около — о ‚ ч10 веегда меньше, чем 5!], секунд, при 


уеловии, что дуга не больше 45 градусов. С помощью одних лишь делений пополам 
получается 128 десятичных знаков. 
Ряд 
аЗ 05 ат 


ГХаХ8 Таха Б Га ех и" 


можно, как отмечает славнейший муж, прилагать вк вычислению таблицы сегментов. 
Но это дело лучше решается с помощью таблицы синусов 327). А именно, зная площадь. 
квадранта и прибавляя по девятой его части, ты получишь секторы для каждых десяти 
градусов в полуокружноети. Затем, непрерывно прибавляя по десятой чаети этого, ты 
получишь секторы для градусов; также можно поступать для десятых частей градуса 
и дальше. 

Положив затем радиус ==1, вычти из каждого сектора и его дополнения до 
180 градусов половину общего их синуса, при этом получатея сегменты, которые и. 
следует внести в таблицу. 

Впрочем здесь ряд этот не нужен, он находит себе применение в других елу- 
чаях. И так как применение его в них достаточно яено из изложенного, то я не стану более- 
утруждать себя расемотрением других. случаев. 
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Построение логарифмов должно бесепорно проводить только с помощью следующего, 
связанного с их свойствами простого процесса. Сперва при помощи вышеизложенного: 
метода находят гиперболические логарифмы чисел 10; 0,98; 0,99; 1,01; 1,02; т. е. чисел, 
находящихся друг от друга на расстоянии одной или двух сотых долей. Разделив затем 
логарифмы последних четырех на логарифм числа 10 и прибавив характеристику 2, мы 
получим истинные логарифмы чисел 98, 99, 100, 101, 102, которые и следует внести 
в таблицу 329) Проинтерполировав их через интервалы в одну десятую, мы получим 
логарифмы всех чисел между 980 и 1020. Вторично проинтерполировав через интервалы 
в одну десятую логарифмы всех чисел между 980 и 1000, мы получим в этой части 
уже готовую таблицу. Далее, отсюда следует получить логарифмы всех простых чисел 
и их кратных меньших 100, для чего потребуется только сложение и вычитание. 


А именно: 
"/ 9984 Ж 1020 _. „8х 9968 _, Ю_, 9, 99 
9945 — = 984 =” ме 9 
1001 102 988 9936 936 
—13, — “= — — 92 — 
тх и ’ бб т, 4 Х 13 15, 16 Х 27 23, 2х 29, 
992 _ 999 _. 984 989 _ 987 _ 9911 _. 
32 — 31 27 — т, 24 — т, 23 43, 21 4, их = 5} 
9971 о 9882 _ 9849 _ 994 _ 9928 _. 
13 Х 13  эхХЯ 849’ м ’ хи 7 
9954 996 9968 9394 
— 83 — 97. 
7Х 18 79, 5 ’ 17х16 ’ 6хи 


Когда в распоряжении будут иметься логарифмы всех чисел, меньших 100, то 
их останется только дважды проинтерполировать через промежутки в одну десятую 329) 330). 

В основание построения таблицы синусов, от которой зависят все тригономет- 
ричеекие вопросы, лучше всего положить постоянное прибавление данного угла либо 
к себе самому, либо к другому данному углу. А именно в углу ВАЕ (фиг. 4, 
табл. ХХУП), который мы и будем прибавлять, вписываются линии НТ, 1К, ВГ., 
ГМ, ММ, №, ОР и т. д., равные радиусу АВ, и на противоположные стороны 
опускаются перпендикуляры ВЕ, НО, ГВ, К5, Г, МУ, №Х, ОУ и т. д. Разности 
углов Н]1О, ТКН, КТЛ, ГМК ит. д. будут равны углу 4; синусвы их еуть НФ, 
ТВ, К, а косинусы 10, КВ, Г5 ит. д. Если теперь дан какой-нибудь из углов, 
скажем ГМК, то другие выводятся следующим образом. Опусти на ФУ и МГ 
перпендикуляры Га и Кб; тогда (воледетвие подобия треугольников АВЕ, ГГа; КМ, 
АГТ, АМТ ит. д.) 


АВ. ВЕ: : ТГ. гл | = И: КТ [= км мВ (=), 
дв. две: кт. ва (= МВТ пр-ль = ЗНЫМ) 


Отеюда получаются синусы и косинуеы КО, МУ, оГ, ГГ. 
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Вместе с. тем выясняетея и закон, но которому следует продолжать эту про- 
греесию. А именно: 


АВ.2АЕ:: ТУ. ТМ- МХ :: МХ: УМ- МУ ит. д.:: 


:: МУ. ТЕ-ЕУМ: ХХ. МУ-Н ОУ ит. д. 
или 
АВ.2ЭБЕ:: Г’. ЛИ—ТГ:: МИ» ГМ — МХ: МХ. ОУ—МР:: ХМ. РМ— МУ 


ИТ. Д. 


И снова 
АБ.ЗАЕ:: 0.КТ- ВК ит. д. 


положи затем АБ=1 и возьми БЕХ ТЕ =Га, АЕХ АТ=5ба, ва— Та = ГГ, 
З3АЕХ ГУ— ТМ= МХ ит. д. 

Главное затруднение состоит в определении синуса и косинуса угла 4. Здесь 
и приходят на помощь наши ряды. А именно, определив на основании вышеизложен- 
ного длину четверти окружности, т. е. 1,57079 и т. д. и вместе с тем ее квадрат 
2,4694 и т. д., раздели этот квадрат на квадрат числа, выражающего отношение 


девяноста градусов к углу 4. Если обозначить частное через 2, то три или четыре 
члена ряда 


дадут косинус угла А. 

Так, сперва можно его найти для угла в нять градусов, затем вычислить таблицу 
через пять градусов и, наконец, проинтерполировать через градус или полградуса по 
тому же методу. При этом не следует итти слишком большими скачками. Вычислив 
таким образом две трети таблицы, можно по известному способу с помощью вложения 
или вычитания получить и остальную треть. Если взять, например ^7Т за косинус: 
лцестидесяти градусов, то АЕ = ТУ и ВЕ== МФ. 

К десятым и сотым долям градуса следует затем. переходить уже другим нутем, но при 
этом можно использовать логарифмы раньше полученных синусов, если угодно иметь 
подобную таблицу. 

В другом письме я изложил основания для вычисления астрономических таблиц 
Кеплера. Здесь бывают достаточны три первые члена этого ряда, а иногда и два. 
Однако для различных частей эллипса следует применять различные ряды этого рода. 
Лучше производить эти вычисления с помощью рядов, которые по данной нлощади 
эллиптического сектора ВСЁ непосредственно определяют площадь кругового сектора, 
угол которого есть ВЕС, а радиусе СВ. Еели иметь их, то вычиеление, с помошью 
логарифмов, двух, трех, & иногла четырех членов будет вряд ли труднее, чем обычное 
решение стольких же треугольников при различных условиях. Напротив, оно пожалуй 
легче, если ряд предварительно составлен надлежащим образом, а именно один взятый 
из таблицы логарифм определяет все эти члены посредетвом прибавления его и его 
кратного к уже имеющимся наготове логарифмам данных коэфициентов. 

Все, что сказано было об этого рода таблицах, можно отнести и к другим, для которых 
уже не имеют места умозаключения геометрического характера. С помощью этих рядов 
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достаточно вычислить тридцать ‘или двадцать или пожалуй еще меныше членов таблицы 
через надлежащие промежутки; при этом промежуточные члены легко везавляютея по 
некоторому методу, который я бы и описал здесь для пользы вычислителей, если бы 
не был должен перейти к другому. 

Я уже отчасти изложил выше то, относительно чего хочет получить от меня 
объяснения славный Лейбниц. Что же касается определения членов р, @, х, ветречаю- 
щихся при нахождении корня уравнения, то вот как, во-первых, я вывожу р. Начертив 
трямой угол ВАС, я разделяю на равные части его стороны и восстанавливаю перпен- 
„дикуляры, разделяющие угловое пространство на равные параллелограмы или квадраты: 


В 
тб 5) | 2уу | 23 424 | 40уг | 258 | 0 
7 4] уу г] чу 511 16 Е 
г3 28 из уу 2/8 изу! 1:3 1/5 5348 28" 
Г. 1..1 2.1] 1.1] г. 7.7/2 4.4/6 2."уТ 
р г] 11/1] гу 1/1 1}? 1/6 11" 
0 у уу у уу УИ 1 у 
А | С 


которые представляю себе обозначенными с помощью показателей двух неопределенных 
букв, например х и у, правильно возрастающих с конца 4; они, как ты видишь, впи- 
саны в помещенной выше таблице. Здесь у означает корень, который следует опре 
делить, & д другую неопределенную величину, из степеней которой следует составить 
ряд. Если затем предложено будет какое-либо уравнение, то я отмечаю каким-либо 
знаком параллелограмы, соответствующие отдельным его членам, прилагаю линейку 
в двум, а может быть и нескольким из обозначенных параллелограмов (из которых один 
должен быть наиболее низким в левом столбце около АВ, а другие расположены 
справа ‘от линейки; все же остальные, не прилегающие к линейке, лежат над ней), 
выбираю члены уравнения из тех отмеченных параллелограмов, которые прилегают 
& линейке, и отсюда нахожу величину, Которую следует включить в результат. 
Так, для определения корня у из уравнения 


73 
1/6 — 57/5 += /*+ — Таатжуу -- 643.3 —-- ВБ == 


я отмечаю параллелограмы, соответствующие его членам, знаком *, как ты видишь это 
на фигуре пятой (табл. ХХУП). Затем я прилагаю линейку )Ё к нижнему из отмеченных 
в левом столбце мест и вращаю ее снизу вверх вправо, пока она не коснется еще одного или, 
может быть, нескольких, из прочих отмеченных мест. Я вижу, что затронутые таким 
образом места суть 43, ххуу и 8. Приравнивая поэтому члены у6— Таахгхуу | 6а3х3 
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нулю (и причем приведя, если угодно, уравнение к виду +? — 70-6 =0 с помошью 
подетановки у=тУ 2), я нахожу у, который, оказывается, имеет четыре значения 
| Уал —Уал, +-У2ах и —У ах. За первый член результата можно принять 
любое из них, смотря по тому, какой из корней решено вывести. 
Так, уравнение 
3 —- аху- аау — 13 — 3а3 = 0, 


которое я решил в первом письме, дает — 2а3 -|- аву- у3 =0, откуда приближенно 
у=а. Поскольку а есть первый член выражения у, то все остальные до бесконеч- 
ности я обозначаю через р и полагаю а-- р==у. (Здесь иногда возникают некоторые 
затруднения, но их, думаю, Лейбниц разрешит своими силами.) 

Последующие члены (4, х, $ и т. д. получаются из второго, третьего и других 
уравнений так же, как первый член р из первого уравнения, но уже легче, 
ибо остальные выражения для ‘у обычно получаются посредством деления члена, 
содержащего низшую степень неопределенной величины 5, на коэфициент корня 
р, 4, г или $5. 

Я думаю, что ты из вышеизложенного заметил, что подобное определение 
корня позволяет переходить от площадей кривых к прямым линиям. 

Однако имеются еще два другие приема, с помощью которых я достигаю того 
же самого. 

Олин из них родственен с теми вычислениями, посредством которых я вывел 
приближенные выражения в конце другого письма; пояснить его можно на следующем 
примере. 

Дано уравнение площади гиперболы: 


1 1 Т - 
= — дари ра и т. д. 


Если перемножить обе стороны его на самих себя, то получится: 


= 


11 
газы 28а“ и Т. Д., 


3 т - 
ее и т. Д., 


\] 


5 


1—1 240 ит. Д., 


25 — 245 И Т. д. 


1 
Из 2 я теперь вычитаю > 22; остается: 
2 22 = 5 р т итд 
ОИ 6 24 60 
Е т 23 
этому я прибавляю 7’, и получится: 
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Та 
Вычитаю 547 остается 


1 1 1 1 
— — р рп тб 
2 522 в * 4 * — 120 7 ит. д. 


Прибавляю БВ 25; потучаетоя приближенно 
1 1 
— 28 и 
ав 2 эт? Тб * х 
или 
1 1 1 1 
—е—— 28—24 ит. 1. 
я ==2 52-2 517“ 156 ит. д 


Таким образом ряд с одной неопределенной величиной можно преобразовать 
в другой 330. Допустим, что г есть радиус круга, х синус дуги 2389), а 


длина этой дуги, и я желаю преобразовать этот ряд от синуса в тангенсу. Я нахожу 


ту 
длину тангенеа ————— И привожу ее к бесконечному ряду: 
Угу — хх 
б 
3х -- 
ИТ. Д. 
5х о Ра 87+ Г 


Обозначим эту величину —={. Затем я вывожу ее степеня 
8 — 23 и т. 


в = ит. д. 
Далее, я вычитаю { из 2; остается 


1 3 
в 48—48 и т. Д. 
5 То д 


1 
Прибавляю к этому — #; получаетея 
Э 
1, 1 - 
а— + — 8 —= = ит. д. 
о) 


1. 
Вычитаю — В; остаетея приближенно 
««) 


1 - 
Э 


Веледетвие этого 
1 1 
3 5 __ 
2 = РТ Ё и Т. д. 

Однако если бы в тригонометрических вычислениях мне потребовалось выра- 
зпть дугу через тангенс, то я пашел бы его прямым, а ве этим косвенным образом. 

Посредством подобных же вычислений выводятся ряды, состоящие из двух 
или многих неопределенных величин, а& также по большей части извлекаются и корни 
неявных уравнений. Но для последней цели я больше предпочитаю метод, описанный 
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в другом письме, как более общий и несколько более быстрый (причем иснолъ- 


зуются правила для исключения лишних членов). 
Для перехода от площадей к прямым линиям н тому подобных вещей можно 


употреблять следующие теоремы: 
ТЕОРЕМА | 


Еели 
г == ау | фуу-|- уз -- ау“ ре? ит. д, 


то, обратно, 


# 
= 

Ь 

— 322 
256 — ас 

тв“ 
5а6с — 563 — ааа 

_‚ 3406 — 21а66е —- баба —- 146+ — а3с „ в итд 


ТГ. 09 
Пример. Предложено уравнение площади гиперболы: 


1 1. т 1. 
И и би итд 


м 


1 
Подставляя в формулу 1 вместо а, — — вместо р, — вместос, ‚ — 1 вместо Ч. 


вместо с, выводим обратно, что 


>| = 


ТЕОРЕМА ПП 


2 == аи-| Вуз с? аи" ое ит. д., 


Если 


то, обратно, 


3а6е — аа — 1363 


—- 
я 


010 


5563 — 55а66е — 10ааьа-г 5аасс — азе 
+ а Бы ь 2-- ит. д. 


Пример. Предложено уравнение дуги В 


__ У. | 
Ут, т а-я я ит. 
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> | 


У : 
Подставляя в формулу 1 вместо а, - - вместо Р, вместо с, ——— вместо а 
’. 


] 
6./-» 4054 
цОлУчии: 


„3 20 м 4 


— ет Ролвоя зб ит х 


Другой метод перехода от илощадей к прямым лнниям я решил оставить 
в тайне. 

Когда я сказал, что разрешаются почти все проблемы, то я разумел в 060- 
бепности те, которыми до сих пор занимались математикл, или по крайней мере те, 
в которых могут иметь место какие-либо математические умозаключения: ибо, конечно, 
можно выдумать задачи со столь затрудненными условиями, что мы не будем в силах 
нх даже достаточно понять и тем более не сможем вынести тяжести требуемых ими 
огромных вычислений. 

Олнако я не видел никого, кто сказал бы, что владеет решением обратных 
задач о касательных и других более трудкых. Для решения их я пользовалея двумя 
методами: одним более простым, другим более общим. Я считаю уместным записать 
здесь их оба с номошью переставленных букв, так чтобы получить их другому 
можно было, лишь изменив некоторым образом их расположение. 5асс4ае 10ер {р 154 4 3т 
10% 60447 15 ПЕ 10и 3х: 11аб Зсаа 10еаед 10% 4т Тп 60 Зр 34 6х 55 ТИ Тихж, Засае 
деф 61 Ч 4т 5% 804 4х 35 61 4и, аа дас еееее 91 тт пп 00 р ттт 85585 № ии 8. 

Та обратная задача о касательных, в которой дается длина касательной межд \ 
точкой касания и осью фигуры, не нуждается в этих методах. Однако кривая здесь 
механическая и определение ее зависит от площади гиперболы. 

Такого же рола и проблема, в которой дается длина оси между касательной 
н ординатой. 

Все эти случаи я все же вряд ли отнес бы к играм нрироды 

Правда, когда в прямоугольном треугольнике, который образуется этой частью 
оси, касательной и ординатой, зависимость между лвумя из сторон определяется 
каким-либо уравпением, тогда проблему можно решить без моего общего метода. Но 
когла часть оси, заканчивающаяся у какой-либо точки © заданным положением, вхо- 
дит нод знаком корня, то дело обычно обетоит иначе. 

Мне было очевь приятно получить сообщение о решении неявных уравнений 
но методу Лейбница, равным образом как и разъяснение, как следует поступать 
в случае лробных степеней, например, в случае уравнения 


310) 


> 
‚> 


> | [&>) 


20-7 — и — И =0 


или в елучае иррациональных величин, как в выражении 


у: 
> Ут 8 
„& — у , 
Зо 


уз 
и’ ” —- 
где У? и УТ означают не коэфициенты .’, но показатели степеней, а у: — по- 
и 
уз у? 
казатель степени бинома х “--5 . Дело это ясно, думаю, и в случае моего метода, 
иначе я бы это разъяевил. 
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Но следует поставить пределы этому длинному письму. Впрочем, письма пре- 
восходнейшего Лейбница вполне заслуживали с моей стороны подробного ответа. 
Я решил быть на этот раз пространнее, думая, что не должен чаето отрывать тебя 
от твоих интересных занятий этой обременительной перепиской 33%). 


Преданнелиий тебе Ньютон. 


ИЗВЛЕЧЕНИЕ ИЗ ДВУХ ПИСЕМ НЬЮТОНА К ДЖОНУ ВАЛЛИСУ 335) 


27 августа и 17 вентября 1692 г. от Р.Х. 


В посланных ко мне 27 августа и 17 сентября 1692 г. письмах Ньютон пишет, 
что ряды формул (относящихся к квадрируемым кривым) продолжаются до бес- 
конечности, но что все они могут быть включены в такие формулы более общего вида. 

Если абсцисса кривой ==, а вместо членов ряда а-Р- 92" с" -- а" -Р ит. д. 
и ряда ее -Р 92-12 и т. д. или вместо любого их чиела написать соот- 
ветственно /) и РА, а именно © вместо первых членов и Л вместо вторых и если 
ордината есть 2—1 Хх ОВ * И 8 —,. НА = 8, 8 А = Е ^=и ит. д., то ПлО- 


Ц 
адь кривой будет 


Е * 


Здесь 4, Б, Си т. д. обозначают данные коэфициенты членов ряда с их 


знаками, а именно: 


1 
( 


я 
А — коэфициент первого члена =) 


РА 
ит. д. 


В — коэфициент второго ———— 
1 Же 
ри помощи какого метода дошел он до этого ряда, он совсем не объясняет, но он 
привел его в скрытом виде, сообщив ряд букв, которые при правильном расположении 
дают следующую фразу: По данному уравнению, содержващему сволько-либо текущих 
величин, нити флюксиь и обратно. Под текущими величинами он разумеет неопре- 
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деленные величины, т. е. те, которые постоянно возрастают или убывают при обрз- 
зовании кривых посредством местного движения, а под их флюжсией понимает ско- 
рость возрастания или убывания. И сколь трудным ни кажется на первый взгляд по- 
НЯТЬ, ЧТО такое флюэнтиы и их флюксиц (ибо новые вещи обычно воспринимаются труднее), 
он все-таки думает, что эти понятия получаются легче,чем понятия моментов или 
нашменьших частей, или бесконечно малых разностей, так как образование фигур и вели- 
чин посредством непрерывного движения более естественно и легче воспринимается и так 
как приемы этого метода обычно проще, чем в методе частей. Однако он весе же не 
пренебрегает теорией таких частей и пользуется также и ею, поскольку она либо 
сокращает работу и разъяеняет дело, либо приводит к пропорциям, связанным с флюк- 
сиями. Абсциесу кривой или какую-либо другую флюэнту он принимает за равномерно 
возрастающую, ее флюксию принимает за единицу, флюксии же других флюэнт обо- 
значает так же, как флюэнты, но только пунктированными следующим образом. Допустим, 
что флюэнты суть 9, х, у, г, тогда их флюксии обозначаются соответственно такими знаками: 


$, Хх, у, г. Так как эти флюксии в свою очередь суть неопределенные величины и 
увеличиваются или уменьшаютея посредством непрерывного изменения, то он рассма- 
тривает скорости, с которыми они возрастают или убывают, как их флюкеии и отмечает 


их двумя точками, именно так: ®, 7, 7), г; непрерывное увеличение или уменьшение 
этих флюксий он рассматривает как их флюксии и обозначает их тремя точками: 


а 


р, %, т 2, а флюксии этих величин — четырьмя точками: ы 2, т 2. 


Таким образом ; есть флювсия величины 1, $ флюксия с, а 5 › флюксия з. Если 
флюэнты суть дробные или иррациональные величины, то их флюксии он обозначает 


. УУ —— у.У ——- 
следующим образом: флюксии выражений —^— и Ула— тх суть — и У па хх 


уу 


& флюксии этих флюксий суть я и Иж дх И Так далее. 


— 
Изложив это, он обосновывает свой метод в следующих проблемах. 


ПРОБЛЕМА | 
По данному уравнению, содерэващему скольно-либо флюэнт, найти флюксии. 


РЕШЕНИЕ 


Каждый член уравнения умножается по отдельности на показатели отдельных 
степеней всех флюэнт, содержащихся в этом члене, и при каждом таком умножении 
первая степень одного из сомножителей заменяется на его флюкеию. Сумма всех про- 


изведений с их знаками образует новое уравнение, которое выражает соотношение 
между флюксиями. 
ОБЪЯСНЕНИЕ 


Допустим, что а, 6, с, 4 ит. д. суть определенные и неизменные величины и 
что дано какое-нибудь уравнение, содержащее флюэнты х, у, 2 и т. д., например 


3 — хуу- ааг — 93 =0. 


УТ зак. 3996 — Ньютон. 
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Сперва члены умножаются на соответетвенные показатели сеодержащихся в них 
степеней х и при каждом умножении вместо первой стенени однегпо ‘из сомножителей 


(т. е. вмеето х в первой степени) пишется т; тогда сумма произведений будет 
Злах — хуу. То же делается и для у, причем получается —2туу, & также для 2, 


причем получается -—- 042. Сумма всех произведений приравнивается нулю и полу-. 
чаетея уравнение 
Зах — жуу — 9хуу —- ва = 


Я утверждаю, что это и будет уравнение, выражающее соотношение между флюксиями.. 


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 


Допустим, что о есть бесконечно малая величина, & 02, 0у, ох одновременные мо- 
менты или моментальные приращения флюэнт 2, у и х. Эти величины в ближайший 
момент времени путем прибавления моментальных приращений обращаются в 2-- 02, 


у—- оу, х-- ох. Еели подетавить в первое уравнение вместо 2, 4 и у последние ве-. 
личины, то получится следующее уравнение: 


28 | Залох -- Зхооха -Ё 34808 — хуу — хоуу — 2жоуу — 2500%у -- хооуу-- И —- 
-- ааг -- а002 — 98 = 0. 


Вычти первое уравнение, тогда разность, деленная на о, будет: 


Зах -Р Зххох | 2300 — хуу — Зхуу — Эхоуу -- хоуу-- хооуу -- ааг = 0. 


Уничтожь члены, умноженные на о, как бесконечно малые, и.у тебя останется, 
уравнение 
3ххх — хуу— 2хуц-- ваг =0, 


что и требовалось доказать. 
Этот же метод для уравнения 


128—пуу-- ааИ ал — чу— 8 =0 
даст 


Затх — уу — Эту аа У ал уу = 


Если ты захочешь исключить здесь флюкеию У а— уу, то ПОЛОЖИ 


у ах — уу =г и значит ах—уу==2е. Основное положение даст тогда, Чт6» 
ах — 2уу 


ах — 9 — 22 е. И — 2 
уу = 222, 5 ИЛИ 


ах — Зуу 
2У а — уу 


Поэтому выше найденное уравнение будет 


48% — Заауу 


У 0. 
2 а2— уу 


Зах — жуу — Эхуу-- 
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С помощью того же метода можно переходить ко вторым и третьим флюксиям. 
Допустим, что дано уравнение 


дания 0. 


Оесвовное положение дает здесь 


243 -- Згууу — 4228 == 0. 


Из этого уравнения путем повторной операции выводится, что 


213 + 6гууу- Згууу 6гууу — 422819 ваза == 0; 
и так далее. 

Для приложения этого метода к квадратуре кривых Ньютон флюксию абециесы, 
которая предполагается равномерно изменяющейся, принимает за единицу; ординату 
он принимает за флюксию площади. Затем он определяет с помощью какого-нибудь 
уравнения зависимость между абсциесой и площадью, и, найдя их флюксии, получает 
новое уравнение, определяющее зависимость между абециессой и ординатой, а потом 
для определения квадратур кривых он устраивает так, что это уравнение приобре- 
тает какую-либо желательную форму. И он утверждает, что, пользуясь этим методом, 
он нашел приведенные выше формулы с помощью кратчайших и простейших вычи- 
слений. С помощью этого же метода он сравнивает также между собой различные 
кривые, именно полагая их ординаты обратно пропорциональными флюксиям 
абецисс. 
В конце письма от 1676 г. он пишет, что в состоянии решить задачи об опре- 
делении кривых из теловий, наложенных на их касательные, а также другие более трудные; 
при решении их он, по его словам, пользуется двумя методами, одним более простым, 
другим более общим. Оба их он оставляет в тайне, выражая с помошью переста- 
вленных букв, которые по приведении в порядок дают следующую фразу: 

Один, метод состоит в нахождении флюэнты из уравнения, завлючающего 
вместе с ней и ее флюнсию. „Другой же заключается в употреблении вместо хаквой- 
либо неизвестной величины ряда, из которого можно удобно вывести остальные и 
в сопоставлении однородных членов результирующего уравнения для определения членов 
в3#т0:0 ряда. 

Второй из этих методов может быть понят без дальнейших объяснений уже из 
приведенных слов, изложение же первого теперь я получил от автора в следующем виде: 

Метод этот, поясняет он, того же рода, что описанный выше метод опреде- 
ления корней из неявных уравнений. Предположи, что задача, которую требуется 
решить, приведется к уравнению, заключающему вместе с флюэнтами у и г их 
флюксии 1) и 2, и что флюксия величины г равномерна. Для того чтобы эта флюксия 
исчезла из уравнения, положи вместо нее единицу; тогда останется уравнение, со- 
держащее только 1, 2 и у: это уравнение он называет разрешающим. Затем предла- 
гается найти у в виде бесконечного сходящегося ряда, в который входит только 2. 
Для некоторых уравнений это невозможно, в других оно требует приготовления ура- 
внения; там же, гле его можно выполнить непосредетвенно, решение таково. 


11* 
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ПРОБЛЕМА П 


По уравнению, заключелолцему флловсию корня, найтии корень. 
РЕШЕНИЕ 


Первое действие 


Все члены, собранные на одной стороне уравнения, приравниваются нулю, 
а степени у ил (если необходимо) новышаютея или понижаются так, чтобы они 
нигде не были отрицательными, а так же так, чтобы они не были выше, чем тре- 
буетея для этой цели. Пусть 2` есть член с низшей степенью, который ‚не умножен 
ни нау, ни наего флюксию 9, ни на какую-либо их степень. Пусть [2* "у? есть любой ' 
другой член. Пробегая по порядку все члены, составь для каждого из них в отдельности число 
А—ь В 

«--В 

членов. Наибольшее из этих чисел обозначь через у: тогда 2’ будет степень первого 
члена ряда. Коэфициентом при этом члене положи а и в так называемом разре- 
шающем уравнении напиши а2’ вместо у и уда” " вместо у. Собрав вее получаю- 
щиеся при этом члены, в которых 2 содержится в той же степени, что в члене #2, с их 
знаками, положи сумму их равной нулю. Получившееся уравнение после надлежащего 
приведения дает коэфициент 4. Так ты получишь первый член ряда 42” 336. 


‚так что ты будешь иметь столько чисел этого рода, сколько всего имеется 


Второе действие 
Обозначь остальные еще не найденные члены ряда через р; тогда ты будешь 


иметь, что , 
у=а2 р. 


Отсюда (на основанин проблемы Г) ты получишь уравнение 


у = а НР. 

Напиши в разренающем уравнении вместо у и уэти их значения, ты будешь иметь 
новое разрешающее уравнение, в котором р играет роль у; решая это уравнение, 
ты найдешь первый член ряда р таким же способом, каким ты определил из первого раз- 
решающего уравнения первый член всего == а р. 

Треть е и следующие действия 

По тому же способу, каким ты нашел второе разрешающее уравнение, ты найдешь 
затем третье разрешающее уравнение и из него выведешь третий член всего ряда. 
Совершенно так же ты найдешь и четвертое разрешающее уравнение, а из него — 


четвертый член ряда и так далее до бесконечности. Найденный таким образом ряд 
и будет искомым корнем уравнения. 


ПримеР 
Первое действие 
Требуется найти корень 1/ из уравнения 
ууга — 222) — 4422 2 лаз = 
Положи 2 ==1; уравнение обращается в 


уу — гу — 44-Е 4г = 
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Это уравнение и является разрешающим. Низший член, в котором нет ни 1, ни 1, 
® А 
представляет собой 44; приравнение его к К2 дает Х =0. Положи последовательно 


равными 12” * остальные члены уу, —2гу. В первом елучае ты здесь получишь, 
что и =0, а=2, В =0, а во втором, что в=2, ва=0, В=1. 

А-В 
а--В 
Поэтому у есть 0, а а’ и уа2” суть а и 0. Если в разрешающем уравнении нали- 
сать эти последние величины а и 0 вместо у и 9), то получится аа —-- Огг — аа-- 4г. 
Члены 94 и— 94, в которых показатель степени г есть ^ или 0, по приравнении нулю 

дают, что а = 4. Поэтому первый член ряда 42’ есть 4. 


Таким образом в первом случае будет равно 0, а во втором -— 1. 


Второе действие 


Обозначив остальные члены через р, ты будешь иметь уравнение у—=а-- р. 
Отеюда (согласно проблеме Г) у=р. По подстановке этих выражений в разрешающее 
уравнение вместо у и у получается новое разрешающее уравнение 


2ар - рр — гар -{ 42 = 


дер и р стоят вместо у и 9). 

Единственный член, в котором нет ни р, ни р есть 42, сравнение которого 
с Ё=` дает ^==1. Положи последовательно равными 12*р’р’ остальные члены 2ар, 
фри — 220; в первом случае ты здесь получишь, что  =0, «=1, В =0, & во втором, 
что и ==0, а=2, В =0и в третьем, что в =2, «а=0, В = 1. 


} 

— 1 
АРВ обращается в 1, во втором в — 
а-- В 2 
и в третьем в 0. Поэтому у есть 1, а а2’ и \а2’` суть @2 и @. Еели в разрешающем 
уравнении написать два последние члена 42 и @ соответственно вместо ри р, то 


получится 24аг-|- аа2г — агг | 4г. Члены 2442 и 42, в которых показатель степени г 


Таким образом в первом случае 


—1 


| 
есть Х или 1, по приравнении нулю дают, что @ == — 


. Поэтому @г’, первый член 
о & 


ряда р, есть — = 2. 


Третье действие 
Обозначив остальные, еше не найденные члены через 49, ты будешь иметь 


уравнение р == — 5- 2-4. 


Отеюда (согласно проблеме Г) р = — -— а По подстановке в последнее раз- 


решающее уравнение вместо р и р этих значений получается новое разрешающее 
уравнение 


24 — 9-9 22—24 =0, 


где Ч ид стоят вместо у и у. Единственный член, в котором нет ни (4, ни 4, есть 


3 д 
4 2°, сравнение которого с #2 дает Х=2. 
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. `В 

Положи последовательно равными 4[2”’0’9’ остальные члены 2949, — 2 
Г р 99 4, 
—- 94, — 2249; в первом случае ты здесь получишь, что в = 0, а =1, В =0; во втором, 
что № =1, я=1, В=0; в третьем, что в =0, а=2, В=0; в четвертом, что и==2, 
А—и-ЕВ 
а--В | р 
третьем и четвертом в 1. Поэтому у есть 2, а 42 и уа2 суть 422 и 3аг. Если 
в разрешающем уравнении написать вместо 4 и 49 эти значения, то получится 


и —=0, В=1. Поэтому в первом случае обращается в 2, во втором, 


3 3 
24агг — а23 -- аа“ -- я 22 — 242 23. Члены 2442г -|- - 22, в которых показатель степени 


Э У ®› 
Поэтому аг, первый 


2 есть ^ или 2, по приравнении нулю дают, что = — з7. 
член ряда 4, есть —-——- 


Четвертое действие 


Обозначив остальные, еще не найденные члены через х, ты будешь иметь 
уравнения 


2 . 32 
— И — — — г 
Отсюда ты получишь новое разрешающее уравнение 


923 924 522 
2 Ра" аа т рии — ват == 0; 
923 


с помощью вышеизложенного метоха ты найдешь —1ея 


— первый член ряда г. Так вы- 


числение продолжается до бесконечности. 
Таким образом подлежавший определению корень 


1 822 1 З22 925 


у=а-р=а— 2+ ч=а—5-2 


Продолжая действия, можно вывести больше членов корня. 
По этому же способу можно, по словам Ньютона, Находить корни уравнений, 


содержащих вторые, третьи, четвертые и прочие флюксии (у, у, ,). 

Этого рода определением корней он пользуется там, где не приносят пользы 
другие методы. В упомянутом письме от 1676 г. он указывает, что при решении 
обратных задач о касательных встречаются некоторые случаи, для которых нет необ- 
ходимости в этом общем методе, в частности задачу можно решить без пользования 
общим методом в лом случае, если имеется уравнение, определяющее зависимость 
между какими-либо двумя из трех сторон прямоугольного треугольника, образуемого 
ординатой, касательной и отрезком абсциссы между ними. 

Все эти методы как общие, так и частные, взятые вместе, дают решение второй 
части проблемы, поставленной Ньютоном в начале этого письма и выраженной в словах: 
По данному уравнению, содержещему сколько-либо флюэнт, найти флюксии и 
обратно. Ибо весь метод флюксий и состоит из этих нрямого и обратного решений. 


Д. Д. МОРДУХАЙ-БОЛТОВСКОЙ 


КОММЕНТАРИИ 


КОММЕНТАРИИ К „АНАЛИЗУ С ПОМОЩЬЮ УРАВНЕНИЙ С БЕСКОНЕЧНЫМ 
ЧИСЛОМ ЧЛЕНОВ“ 


1. Координаты. Ньютон, как и Декарт, вместо введенного позднее слова 
„ордината“ обычно употребляет термин: от@атайт аррИсаба, иногда же просто аррН- 
сада. Дословный перевод „порядком приложенная“ или, если первое слово оставить 
в латинизированной форме, то „ординатно-приложенная“, причем у Ньютона она при- 
лагается под прямым углом. 

Такая странная терминология выясняется, если понять, что взгляд на абециссу 
и ординату в то время был совсем иной, чем теперь, что понятия о координате 
В ношем смысле как о величине, определяемой положением точки не только на кривой, 
а вообще на плоскости, в то время не существовало. У всех авторов до Эйлера 1 
величины 5, у, уравнение между которыми определяет кривую, только характерные 
линии самой кривой. Так, у Аполлония ? х 3 это отрезок диаметра от вершины до хорды, 
проведенной через точку 1Л/ параллельно касательной в веригине, & у — отрезок этой 
хорды от точки М до диаметра или, вернее, обратно *. 

Наряду с ординатой к оси у ОЛопиталя 5 функционирует орбинато в 
диаметру, причем она определяется отдельно для каждой из иселедуемых кривых: 
эллипеа, гиперболы и параболы. Даже у Эйлера подход к пониманию координаты 
не тот, что у нас. Он, как и другие, начинает с графика, с представления функ- 
ции через у, если сх значение независимого переменного. Слово „координаты“ 


= 


впервые появляется у Лейбница 6. Декарт употребляет выражение: „аррИаи6бе раг от@ге“ * 


1 Ещет ТГпАтодасНо 11 Апузш шЁпЦогаш 1748, М. Сащот, Уоезипсеп прег безе Же 
Чег МабВеша К (далее везде просто Салоу), т. 3, гл. 119, стр. 809. 

2 АроЦопмл Сошса, пер. И. Ягодинекого в „Известиях Сев.-Кавк. Гос. Университета“, 
1928 (переведена только часть первой книги). 

3 Обозначение х, у, 2 употребляет впервые Декарт. Ферма пользуется еще буквами А и Е. 

* Даже у К19е, МаЪетаязевез У бщетбаев координата определяется только в отно- 
щении к графику; Раретиг, ПагеПепае Сеощефе, Епс. 4. Маё. \158., Ва. 3, Не! 11. 

5 Г” Норца, Тга6 апа/уЧдие 4е зесЧопв соп!1диез, Рат!з 1707. 

6 Асфа ЕгааЦогаш, 1692. 

? Дезсатез, беотейче, 1637. 
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Термин „Глпеае отшожае“ употреблялся римскими агримензорами 1 для обозначения 
параллельных линий. 

2. Некоторые замечания о символике Ньютона. Ньютон употре- 
бляет скобки для обозначения промежуточных равенств. 


к2| = 


Следует читать так: 4 Уз, которые равны 4х ‚равны у. Вместо наших 
скобок Ньютон употребляет черту. Вот выражение из первого письма Ольденбургу *: 


а 026 — 
Ус. = хе РЫ, по нашему 2 
С : 8 60х Хх @8-- 6х (8-Е 62) 3 


Здесь мы видим и черточку Ньютона и характерное употребление крестика для обозна.- 
чения умножения и, наконец, аа, 66 вместо а° и 65°. Там же ветречается выражение 


$21 12 


а8--6х | : вертикальная черта здесь играет роль скобки. Буква С под знаком корня 
обозначает, что имеется в виду кубический корень. 

3. Из истории логарифма Ньютон берет не площадь криволинейной 
трапеции, ограниченной кривой, двумя ординатами и осью Ох, а площадь криволи- 
нейного треугольника, ограниченного кривой, осью Ох от точки пересечения © ней 
и одной ординатой. Ни понятия интеграла, как предела суммы, ни особого обозна- 
чения интеграла, как функции первообразной, у него нет. При современном обозна- 
чении результат Ньютона пишется так: 


© = дах = т. (1) 


Формула эта признается Ньютоном универсальной для всех значений п, в чает- 
ности и =— 1. Принимая существование интеграла в случае собственной езо рас- 
ходимости, т..е. когда 


|] 
Нш / Р(а) 4х == оо, 


© —0 = 
9% 


мы должны признать результат этот верным. Замена формулы 


Ч. 


- 


представляющейея нам неправильной, правильной формулой 


[во 


1 Сащог, т. [, стр. 615. 
* Помещено в этом собрании сочинений Ньютона, стр. 219. 
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стала возможной только при введении понятия неопределенного интеграла в нашем 
смысле, а именно в смысле наиболее общей формы первообразной с произвольной 
постоянной. 

Иоганн Бернулли ! первое время выставляет формулу (1) как всеобщую и в его 
глазах имеет место и (2) ?. 

Уравнение 4% 4у— у4х =0, которое нами решается разделением переменных: 


Бернулли не может решить таким образом. Ему приходится пользоваться инте- 


а —1 а —1 
$ 
полученное по умножении на ы -=_ уравнение 


грирующих множителем —-_; 


“1 пу? 
п; ау— де 
сказать, что раньше существовал не логарифим, а лозарифимы, как ряд чисел, который 
соответствует данной геометрической прогрессии и числа которого образуют арифме- 
тическую прогрессию. Когда было замечено, что ряд криволинейных трапеций, опре- 
деляемых гиперболой с уравнением 2 =? и соответствующих ряду точек на оси, 
промежутки между которыми образуют геометрическую прогрессию, обладает указан- 
ным свойством, то естественно было перейти к чисто геометрическому определе- 
нию логарифма как площади, а отеюда прийти к |5, как функции от х уже в не- 
прерывной области. 
Благодаря логарифит 3 область интегрируемых функций сильно расширяется. 


Позднее И. Бернулли интегрирует 


4х —=0 он подводит под формулу для диференциала дроби. Можно 


ах 


юхтах, | хах, Е 


Установление кардинального понятия логарифма сейчае же открывает путь к инте- 
грированию рациональных дробей в нашем смысле. Большой заслугой Лейбница счи- 
тают именно интегрирование рациональных дробей разложением их на простейшие. 
Но оценка этой замены несколько умаляется, если заметить, что сама эта проблема 
могла быть поставлена только с установлением понятия о логарифме. Следует также 
отметить, что метод Лейбница * сильно отличается от современного и не допускает 


1 Гор. Бегпош@, Орета, т. 3, стр. 365 — 380. 
0 
11: 


2.7. Е. б1оне, Т’ала]узе дез и пнтет$ рез, 1730: / 97 = =° На Стона Бернулли 
т 


нападает в своей критике его курса. У Боидаиюше, ТгаЦв де Сайся| Глёбета], 1154, логарифмы 


Ц 
получают все права гражданства и Де =ы т. 


3 О логарифме см. Мошиа, Н\оте 4ез МаьбтаЯчаиез, т. 3, кн. 5, гл. 1, т. 2, кн. 4 и 
„Я. Успенский, История логарифмов, Петроград, 1923. 
+ Асба Егач.. 1102, 17103. 
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обобщения на случай кратных и мнимых корней знаменателя. Он основывается 
тождествах: 


Гр [#7 [#1 : 
слет = пе ата. 8) 
2 В И ИЕ 
орет) @и) ее)" ета» 
НИ (4) 


((— т) (— п) «-”) 


и других аналогичных этим, содержащих степени х в числителе первой дроби 1. 

4. Здесь заключается геометрическое доказательство положения 

/ (9) (аз = | Р(е) 4» -- 9) 4. 
0 0 0 

5. О термине „поверхность“. Ньютон употребляет два слова зирег- 
с1ез и атеа. Первое переводится „поверхность“, второе — „площадь“ !. Во всех язы- 
ках наблюдается в этом отношении один и тот же недостаток. Несчастный термин: 
„поверхность“ имеет двоякий смысл. Это и сам геометрический объект и только 
его величина. Говорят и коническая поверхность и поверхность конуса. Конечно, 
во избежание этой путаницы здесь было бы лучше говорить „площадь“. 

Но я этого намеренно не делаю и вот почему. Мне представляется, что пере- 
ход от зирегИс1ез к атеа у Ньютона связан с отходом от статической точки зрения 
и приближением к динамической концепции его кинематического метода, в котором 
составление площади и вообще поверхности из элементов заменяется образованием 
площади посредством движущейся прямой, при котором уже резко выступают харак- 
терные свойства именно площади (плоской поверхности) 2. 

6. О квалратурах. Мы сохраняем иностранный термин: квадратура, кото- 
рый в дословном переводе означает нахождение квадрата, равновеликого данной 
площади или поверхности. 

Вне сомнения, античное понимание квадратуры эволюционировало. Задача на 
построение — притом с помощью лишь циркуля и линейки (что, впрочем не вполне 
яено выражается древними) — заменяется вычислительной задачей. Если вдуматься 
глубже, то сделается совершенно ясным, что Ньютон больше имел прав пользоваться 


этим термином, чем мы, когда выражаем / 71 (2) ах через агезш, атс, Ши т. д. 


Ок признает выражение площади только через полиномы, содержащие степени извест- 
ных прямолинейных отрезков. 


Когда дело идет о целых степенях и даже дробных е 2 в знаменателе, то 
такие выражения строятся с помощью циркуля и линейки. Если принять во внимание 
взгляды Ньютона и его современников на актуальную бесконечность, то и в случае 


—ы—ы—3—_—_— 
— —————————д дд жд 


1 См. мою статью „Некоторые проблемы школьной математической терминологии“ (Мате- 
матика в трудовой школе, 1932). 


? См. комментарии к „Методу флюксий“ (16 — 83). 
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представления площади степенным рядом квадратуру можно мыслить в некотором 
смысле решенной. В самом деле актуальная бесконечность мыслится Ньютоном завер- 
шенной, построение — выполненным актуально бесконечно большим числом операций. 

Впрочем, в иных случаях Ньютон такого рода квадратуру не“считает в точ- 
ном смысле квадратурой. Он доказывает для некоторых случаев невозможность 
неопределенной квадратуры! в емыеле алгебраической невыражаемости сегмента 
или сектора и хорды, причем дело по существу сводится к доказательству транс- 
цендентности не числа п, а функции агез! 2. 

7. История квадратур ?. Пол ‘`квадратурой в узком, первоначальном 
смыеле понимается построение с помощью циркуля и линейки квадрата, равновели- 
кого данной площади. Затем квалратура понимается в смысле точного или прибли- 
женного определения имощади числом. Мы уже говорили, что сохраняется у Ньютона 
от первого понимания квадратуры. 

История квадратуры в первоначальном смысле — это история квадратуры 
круга; мы на ней не будем останавливатьея. Первую квадратуру кривой, притом 
отличной от круга, мы встречаем у Архимеда 3, при помощи метода исчерпывания 
определившего площадь параболы, а также спирали. Авадратуру парабол высшего 
порядка ау” == 6”х метолом неделимых дает для целых я Кавальери *. Аналогичные 
методы применяются Ферма ° к елучаю любого рационального я и к спиралям р == 6"; 
Роберваль ° находит площадь улитки и циклоиды; Слюз 7 некоторых кривых, опреде- 
ляемых уравневием а”у” =” (а— 1)”; Паскаль8, продолжая исследования Робер- 
валя, Декарта и Ферма, определяет сегмент циклоилы; Гюйгене 3 дает некоторые 
общие теоремы, относящиеся к сравнению площадей между двумя ординатами, и 
(наряду с Ферма) определяет площадь, заключенную между циссоидой и асимптотой, 
& также площадь завитка декартова листа и площадь, прилегающую к его асимитоте. 

Грегори 15 дает способ приближенной квадратуры круга и гиперболы, основан- 
ный на разложении в ряды. Валлис 11 стоит, так сказать, у порога метода интеграль- 
ного исчисления. Разлагая площади кривых на слагаемые, он старается свести опре- 
деление этих площадей к определению площадей простых парабол у==ах” и гипер- 
бол ух” ==а. Он занимается циссоидой и циклоидой. В направлении дальнейшей 
обработки аналитического аппарата для определения квадратур работают Броункер 


1 Р’А(етбет$, Орцзещез, 4, стр. 66; атедоту, Ое уега сохеаН`еб пурегро!ае диадга фига, 1667. 

? Моптича, Назфоте 4ез геспегсвез заг 1ез даайгафатез, 1754 и 1831; Рудио, О квадратуре 
круга, ГТТИ, 1934; Веше, ПЛе Опадгафаг дез Кге1зез, [.е1р71е 1920; Тезхета, 'Тгал&6 4е сомтез зрб- 
са]ез, 1915, т. 3; Арреп@се, Зиг ]ез рго]етез с616тез 4е Та хботейе. 

3 Атсрутед$ Орега (е4. Нефег?). 

+ Сайет, ЕхегоЦа\опез сеотефсае зех, 16471. Чеотефта шагу Ши, 1635. б{ерйаниз 
4е Апдей$, ре шв: рагафойЙз, 1654. 

5 Ге’тод, Оепутез, т. Ш, 1896. 

6 Побеги, Тга$6 4ез ш@\УзПез, Меш. ае |’Аса4епие дез за1епсевз, 1699. 

Т 9мзи Мезо]а тат, М1зсеПалеа. 

3 Разсё, Оецугез, тт. УШ — [Х, 1914. 

э» Ниудепи Орега геП9дпа, т. 1, стр. 296. 

№ Стедоту, Ре уега с1ге. еф Бур. даайгахотга. 

и Уаз Агиутейса 1аЙокогам, 1655. 
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и Меркатор !. Но, конечно, больше всего сделали в этой области Ньютон и Лейбниц, 
открывшие интегральное исчисление. 

8. Отрицательные и дробные степени. Первое появление хробного 
показателя, но не при букве, а при числе, мы находим еще у Орезма?, который 
вместо 


8—4 ° пишет 4. 


19 
Нервые отрицательные показатели при букве, означающей неизвестное, находим 
У Шюке. Валлие, как и Ньютон, пользуется отрицательными показателями, но у него 
это только обозначение; действий над отрицательными степенями у него, в противопо- 
ложность Ньютону, еще нет, хотя в конце ХУП в. они были уже известны. 
В истории дробных и отрицательных степеней мы ветречаемся с интересным 
психологическом отношении явлением, когда обозначение наводит на обобщение 
тех понятий, в которым относится это обозначение. Обозначения степеней, дан- 
ные Пачиоли (со, се, си, сесе) или Оттрэдом, не могли привести к обобщению степени 
в НЬЮТОоНовском смысле. Скорее могло действовать в этом направлении обозначение 
Бомбелли3 или сходные символы Стевина 4 @), @, ©) и прямо с необходимостью к нему 
влекло обозначение 23, 24, так как здесь число служит для обозначения операции, & не 
(как у Бомбелли и Стевина) порядка в ряду возрастающих степеней. Уже в самом начале 
существования диференциального исчисления лейбницевское б обозначение 42у, 43у 
наводит на понятие дробного диференцирования, мысль о котором, конечно, не могла 


явиться у Ньютона, пользовавшегося обозначением 1,... 

9. Расположение действия при делении. Обращаю внимание чита- 
теля на расположение действия деления. Делитель ставится не направо, & налево 
и отделяетея скобкой. За скобкой (справа) записано частное; это раеположение дей- 
етвия в учебниках арифметики сохраняется даже во второй половине ХУШ в. 5. 

10. Расходящиеся ряды при Ньютоне. Этот бесконечный ряд мы 
называем бесконечно убывающей геометрической прогрессией и суммируем его по 


муле 
форму й 


1—4. 


9 = аа-|- 99° ... = 


Но при этом мы считаем эту формулу правильной только при |9|<1; ибо только 
тогда и имеет место сходимость ряда. 

Конечно у Ньютона нет понятия сходимости в современном смысле. Он мыс- 
лит сумму с актуально бесконечным числом членов совершенно так же, как сумму 


1 О нем подробнее см. комм. 52. 

2 Отезтиз, А]еот1зтаз ргорогйопош; Мах Симее, ПейзсвтНф 4. Маёв. па Рвув., 13, 
стр. 22 — 91. 

3 Сазот, т. 2, стр. 621. 

* Сатщот, т. 2, стр. 614. 

5 [е16те, МадВетаф. Зет еп, (издание Сегпагаф, НаШе 1858 и след.), т. Ш, стр. 228; 
Сатлот, т. 2, стр. 355; Сатот, т. 2, стр. 128. 

См. историю арифметических действий у Аэджоти, „История элементарной математики“, 

1917, а также учебники арифметики Магницкого, Аничкова. 
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с конечным числом членов, и, оперируя с первой, как со второй, интегрирует эту- 
сумму согласно его правилам интегрирования. Он вовсе не полагает, что формула 
эта не всегда верна, а только указывает, что она ме всегда поименима и что она 
лучше, когда члены убывают быстрее, хуже — когла медленнее и, наконец, совершенно 


не годится для вычисления, если 
а=1. 
Если = 1, то 


аа +... (1) 


Хотя Ньютон это и не отмечает, но он должен был бы и с этим согласиться, как и его 
современники 1. Лоран 2 говорит, что совершенно невозможно понять, как математики 
того времени могли допускать равенство (1). Но я скажу, наоборот, что было бы 
совершенно непонятно, если бы математики того времени думали иначе. Чтобы 
выйти из затруднения, тогда оставался только тот путь, по которому пошел Яков. 
Бернулли, т. е. признание старой актуальной бесконечности, при котором бесконеч- 
ное число понимается как последнее в ряду число. 

Он указывает 3, что нельзя вообще писать 


у’ 
эт” (т в). 
Только когда он десконечно мал, можно, имея в виду исчезновение бесконечно малого 
перед конечным, написать (2). Во всех других случаях, например, при т==1", . 
в конце следует писать не просто многоточие, а этот члев: 


забывая про последний бесконечно удаленный член, который равен ( — 1)" 


или ] ] 
у ==1—1--1—1 ... (—1)"-, 
что, ковечно, уже верно. 

Не следует рассматривать современное возвращение к расходящимся рядам 
как возврашение к старой точке зрения. Лейбниц пытается доказать, что сумма рас- 
ходяшегося ряда равна среднеарифметическому двух значений, которые могут при- - 
нимать суммы неполного числа членов (то же делают еще Ваафе* и Ргерп 5). 
Новейшие авторы дают чисто формальное определение суммы расходящегося ряда. 
Можно сказать, что такой ряд вовсе не суммируется, вся теория представляет частицу 
формальных операций над упорадоченным множеством его членов, по возможности 


1 Ученые, принимавшие участие в горячем споре об этой формуле: бу140 Стала, Г. Вег- 
пиШ (Орега, 1, 536 —539), Уайетоп (Асфа ЕтадЦогат, 17110, стр. 154), \УоШ (Маё. Ве ес\ зе] 
Зир., стр. 143 — 149), Т,е10п12, Мафвеша%. Берт ен, т. 4, стр. 189, т. 3; стр. 960, 982—984. 

2? Гаитепь Тгац6 4‘Апауве, т. Г. 

3 „Лав. Вегпош Ш, Ров%. 4е зет. 111. 3 (1696), Орета, т. 2, стр. 161. 

* СтеЙез Тоцгпа] 15. 1886. 

$ Там же, 41, 1854. 
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——_——ддоид аи 
——_—_—_ыы 


аналогичную той, которая производится над членами сеходящегося ряда. По Фробенитсу* 
о 


сумма расхождения ряда Уа, определяется так: 
0 


Пусть 
№ @, — б„› 
0 


тогда, 


. — у . На, ба 
[По У ах = Пт Що, 
7% = со 1% = со И 
0 
если этот предел существует. 
В этом роде выдержана и дорелевская ? теория расхождения ряда, в которой 


11. Область приложимости ньютонова ряда. Ньютон раеематри- 
вает также и ряды ес убывающими отрицательными степенями. Для ряда!с положи- 
тельными возрастающими степенями он требует, чтобы х были малы; для радов 
с убывающими отрицательными степенями, чтобы х были велики, и говорит, что х 
в первом случае должно быть „досгаточно мало“, а во втором — „достаточно велико“ 
Но условие достаточности остается невыявленным. Правда, одно ясно, — что х 
должно быть в первом случае по абсолютной величине так мало, а во втором так 
велико, что члены ряда будут убывать, но, конечно, убывание членов ряда не является 
достаточным условием их сходимости. 

12. Возведение ряда в степень 3. Ход действия можно истолковывать так 

Квадрат [2-Га Га Ра Ра, ...]? как при конечном, так и при акту- 
ально бесконечном числе членов равен: 


А + АНА, ... ит. д., 


А, = а? 

А, = 24, а, 

А, = в? -- 24005 

Аз = 21а. -—- За аз 

А, =? -- 291, -- 24а, 
А; = 29 а; 24а. а, 2% аз. 


где 


1 СкеПе’з Лоцгпа1, 39 (1880) стр. 262. 
> Чомгпа]1 де ГлопУуШе, 4 (12), 1896, 103, Сотр%. Веп@из, 122 (1396). 
3 


Разложением 
(аз -- 5? -- сз ...)” 


занимался 4. Моавр (А`фгат 4е Моуге), см. его А шетой оЁ ех{гасиипе 41е Кооё о!ап шНий 
‚.цааИоп, РЫПозорса] Тгапзас&101$, 20, стр. 190—193. 
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3 
х 
Сравнивая с аа-- хх, имеем А, ==аа, откуда в ==а, Зала, = хх, а! == 


э ` э 
и 2а 
1? -- 20а = 0, а, = — и Т. Д. 


843 
13. Эллинтические интегралы у Ньютона. Мы пишем 


Гузя- УЕ Е) с, 


ИВ 2—2 2 
[у а? — 2? АЕ агезй —--- С. 


Быражения в правых частях мы не можем построить, выражения же, стоящие 
далее у Ньютона, строятся. Для Ньютона квадратура кривой 


У 1- а 
о =—=——— 
У 1—5? 


не представляет ббльших затруднений, чем квадратура круга. А мы вынуждены для 
выражения в хонечном виде 


2 —_ —_—_ 
а И вообще | РИ 1-- а2?, У 1— 522) ах, 
— 0:1 


тде Г рационально, расширять область основных трансцендентных функций !, попол- 
жяя их функциями, выражаемыми пормальто эллиптическими интегралами Якоби ?: 


|. —А—А 
ие, = Гу у Е 


Е.Е, Ге со 
ава 


Е. (Е, И 
/ ®-эуа-ваб-ив 


14. Приведение задачи о дуге к задаче о площади. Здесь мы у 
Ньютона встречаем приведение задачи об определении дуги к задаче об определении 
площади. Приведение различного рода задач, зависящих от пределов суммы, к инте- 
трированию мыслится Ньютоном как приведение к задаче об определении площади. 


У 1 а 


Интеграл уУтя имеет следующее происхождение: 
—0х 


1 О расширении области трансцендентных см. мою работу: „Интегрирование трансценден т 
ных функций“ (Известия Варшавского университета, 1913). 


2 К. (. 4. асом, Еапдатепфа поуа фПеомае апсИопиа ер@Ысагаш, 1829; на русском 
языке работа Хандрикова сводится почти полностью к переводу Якоби. 


13 зак. 3296. Ньютон. 
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Из уравнения эллипса Г -—1 имеем у’ = — 


ео ИСИ 


где е? — а? — В?. 
Было бы более наглядно следующее расположение ньютоновекого результата. 


$ 


1+ > , в те 8 | 26 ит.д. 
1 1 
—|- 5 0 4 -- 16 00? 


--— | — — а*6 


15. Аеаца&1опез эЁРЁесфае. Очень затруднителен термин аедиайопез: 
аесфае. Точный перевод был бы наделенные уравнения, т. е. уравнения, наделенные - 
неизвестным 5, которое следует определить. Можно было бы в употреблении этого- 
прилагательного видеть только подчеркивавие различия между уравнением и тождеством 
(которое уже не наделено х-ом). Но Ньютон говорит еще о дольшей и меньшей аффектив- 
ности, т. е. уравнениях более или менее наделенных 2-0м. Я нахожу возможным пере- 
водить это словами явный и неявный, считая возможным мыслить и степени неявности.. 
так менее явным будет уравнение, в которое х входит много раз; например, уравнение 


ИУ Уз —-* ИтУ:!:- 1 — Ут —#=2 


будет менее явным, чем уравнение 


1--У1-Е==5. 
Гергард 1 переводит зедиаЙоптез аНесбае через „уравнения, в которых неизвест- - 
ное входит в различных степенях“. Это, конечно, более точный перевод; здесь отмечается 
не только неявность, но и характер этой неявности. 
Переводить словом алгебрамческое нельзя, ибо аедиа1опез аНефае — это такя.е 
и бесконечные уравнения с бесконечным числом степеней. 
16. Следует думать, что это первое значение у достигается путем проб и подбора 
значений, делающих выражение 1/3 — 2, меньше 5, и значений, делающих его больше 5 
17. Ньютон хочет сказать, что здесь следует после нуля взять два знака: 5 и 4. 
Почему? Потому что по делении на 11,23 ошибка уменьшается более, чем в 10 раз. 
0,061 


то ——_ будет в точностью 


Если последний член 0,061 дан с точностью до 10° 11,28 


1 . 
до тор - Здесь число 2 как раз равно числу мест, отделяющих 2 от 5 (2 и 0,005). 


1 СДетпатё, Ге Ещаескапо ег ВбЪегеп Апа1уз1з, НаЦе 1855. 
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18. Веги]а Г!а151 и метод Ньютона. Основная идея Ньютона состоит в том, что: 
1. Уравнение 


в-- и - 442 -... а,” =0 (1) 
при очень малом х заменяется уравнением первой степени 
@о -- (1% — 0, (2) 
дающим 
а — — 4. 
х == Ху== д, 
2. Зная приближенное значение х =, в уравнении (1), полагаем х = ж-- у, 
благодаря чему оно приводится к уравнению 
бо у -Е бу... НУ" =0, (3) 
в котором опять отбрасываются все члены, кроме первых двух: 
0% -- Бу ==0, (4) 
так что 
Й 
у=у=—т. (5) 
0 


и вторым приближением берется х = ж-- у ит. д. 

Это и есть основная идея метода решения уравнения, известного под названием 
метода Ньютона. 

В ‘той форме, в которой мы ее знаем из анализа, 1) в ней даются формулы 
для т, у ит. д. через производные левой части уравнения, 2) производится исследование 
сходимости полученного этими приближениями ряда и устанавливаются необходимые 
и достаточные условия для применения метода (условия Фурье). 

У Ньютона же даетея только формальная часть решения —о правильности его 
результатов свидетельствуют приводимые примеры. 

19. В истории метода Ньютона. Фурье! принадлежит разработка ме- 
тода Ньютона приблизительно в том виде, в каком мы его находим в наших руководствах 
по высшей алгебре с определением вместе с тем и степени погрешности. 

Предположим, что система операции 4(5х) разлагается на С(х) и 0О(%}; 
уравнение символически предетавляетея в следующем виде: 


[С (=), Р®)]=К. (6) 


Пуеть все затруднения связаны с О(5). Задачу же 


С (2) =К (7) 

мы решили бы легко. 
Конечно, первое, что приходит на мыель, это проето отбросить О (5) и решать 
уравнение (7) вместо (6). Этот прием может дать приближенное решение. Но как 


——— 


1 Роилчет, Апузе 4ез вапаНопз, 1831, имеется немецкий перевод в Оз6\а14?з КаззЦЩег 
ег ехак {еп \М/1ззепзевай ет. 


18* 
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получить более точное? То-еоть, как на основании первого приближенного значения 
получить поправку, если не до истинного решения, то до более близкого в истинному? 

Вот здесь и выступает следующая благотворная идея. При разыскании более 
точного значения х нужно не отбрасывать О(х), а производить эту операцию над 
первым приближением 2 = а, т. е. решать уравнение 


[С (2), р] =А. (8) 


В этом и состоит выправление неточного решения в более близкое к истинному 5 =. 

Следующий момент соетоит в решении уравнения 
[С (=), ВФ] =Ё 
и т. д. 

Здесь метод, конечно, обоснован на вере в то обстоятельство, что рад а, В, с,... 
сходится к корню заданного уравнения (6) (что, вообще говоря, может и не иметь 
места). 

Для решения кеплерова ! уравнения 

д—е эм х=и, (9) 


тде и, е даны, причем с мало, берут х = и за первое предположение, за первое грубое 
приближенное 2%. Выправление этого грубого приближения совершается с помощью 
уравнения 

д—е т 20=4, 


дающего тоже неточное, по вообще лучшее, чем первое, приближение и т. д. 

Если нельзя указать точного значения для т, то естественно довольствоваться 
приближенным, которое насколько возможно меньше отличается от первого. 

Такое неточное значение х находится прежде всего примитивным приемом проб. 

20. Фальшивое правило (Везо]а, #831) безусловно уходит своими корнями 
з самые древние примитивные методы решения задач, состоящие в ряде попыток ?: 
неизвестное иросто подбирается так, чтобы оно удовлетворяло поставленным условиям. 
Берется произвольное значение для неизвестного (согласно арабской терминологии 3: 
предположение) и над ним производятся все те операции, которые должны дать опре- 
деленный результат. Если полученный результат не совпадает с данным или, как 
говорят арабы, отклонение не нуль, то переходят в другому и так далее, пока не на- 
толиенутся на решение. Весла, [3151 дает возможность избежать неопределенного числа 


таких попыток, — „отклонение“ при первой попытке позволяет сразу сделать и должное 
исправление. 


+ О кеплеровой задаче см. ниже комм. 303. 

2 О египетской математике см. Аидизё Еазещойт, Еш шабёлетаЯзсНег Напафись 4ег 
еп Аесурфег, Ге1р2де 1871. 

Фальшивое правило у индусов: 1364а Кагтап. Как отмечает М. Кантор, египтяне поль- 
зовались этим правилом инстинктивно, а индусы вполие сознательно. Сатог, т. 1, стр. 511. 

3 Кре]азаф Н!заЪ оп Еззепее 4е Са]са| @е Вене Едаш. См. Сажфот, т. 1, стр. 739. Вежа 
#2181, называемое также правилом уменьшения и увеличения, находится также у Абраама бен 
Езры (1130), Ибн Альбана (1222), Алкалзади (1400); см. о них Либри (Глфм, Наз\оте 4ез заеп- 


сез шаб6та\иез, т. Т, стр. 304—312). Сочинения Альбана переведены на французский язык 
$. Мате. 
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Простое Весща {151 относится к задачам, приводящим к уравнениям типа: 


ат 6-Е с (ах -- т) ==а. (1) 
Если предположение есть х =, то 
1.70 -- 6% -- [й (ато -|- о’ хо) =— 4 (2) 
и простое „фальшивое правило“ определяется формулой 
а 


`В сложном Везц]а 12151 на месте уравнения (1) стоит 
е [ах ох 9-е (ах -Рх--й)] = 4. (4) 


Обозначая через х,, х› два предположения, через 4., 4, — соответствующие им 


значения 4, через 6,, 65: 


мы выразим сложное „фальшивое правило“ формулой 


__ 456, — 2165 
— 6. __ 65 . (5) 


Эта формула — родоначальница приближенных методов вычисления. Сущность 
простого „фальшивого правила“ можно представить так: полагая в уравнении 


А (<) = К, 
‘==, имеем 
д (2%) = Ко. 
Решение тогда определяется из пропорции 
 _К 
% Ко 


21. Особенные точки зэлгебраической функции 1. Ньютон задает 
уравнение вида 


Фо (2) у", (=) у" "Е... Фи (2) У -Г 9, (2) =0, (1) 


где ©,(5) — полиномы от 1, содержащие еще параметры а, 6, с,.:.‚, и находит корень 
этого уравнения. в форме разложения 


у = ааа? -... (2) 


Поскольку такое разложение возможно, обнаруживается полная аналогия с числовым 
решением уравнений в десятичных дробях; 0 отвечает целой части, 4,л — десятым, 
а51? — сотым и т. д. 


1 Рилзених, Биг 1ез ТопсМопз э26Ътг1апез, Зопгпа] 4е МочуШе, %. 15, 16, 1850—1851. 
Перев. на немецкий язык Е!спег, НаПе 1861; Аррей её Соитза, ЕопсоЯотз ао ааез; Равата, 
'Тга1 46 д’эапа]узе, т. Г. 
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Отбросим параметры а, 6, с. Пусть коэфициенты х, (2) будут только числовыми. 
Мы теперь прекрасно знаем, что не для всех уравнений т =0 будет точкой обыкно- 
венной, для которой возможно разложение (2), голоморфное внутри круга, окружаю- 
щего х=0. Оно, во-первых, невозможно при $ (0)=0. Мы тогда имеем полюс 
© разложением вида: 
а 


Я бп — 1—1 а_ 
У Ри Р.Р В -Нат- ... (3) 


Но оно невозможно и тогда, когда дискриминант уравнения при х =0 равен нулю; тогда 
мы имеем точку разветвления, для которой 


1 2 
у=шатгя! аз я#--... (4) 
№ 


| 
Наконец, если к тому же ©, (0)=0, то мы имеем полюс разветвления: 


У 1 
у=х #1 (щитами -+...). (5) 

Если в уравнение наряду суих входят еще параметры, то ввиду их произволь- 
ности это хорошо известное явление затушевываетея. Так как © (0, а) при произ- 
вольном а вообще не нуль, то вообще имеет место разложение (2), а не (3), (4) 
или (5). Именно благодаря тому, что Ньютон с самого начала взял уравнения с пара- 
метром, он и упустил случаи не только полюсов, но и разветвлений. 

22. Уа|ог. Я считаю необходимым здесь отступить от точного перевода 
\Уа]ог — значение, заменяя его здесь и во многих других случаях словом выражение. 
\Уа1юг не вполне отвечает и нашему слову „значение“, теперь понимаемомт только в чи- 
словом смысле, хотя впрочем иногда к нему и приставляется прилагательное „числовое“. 

23. Замечание о расположении. См., например, третий сверху прямо- 
угольник. Отбрасываютеся члены третьего измерения относительно х и 4, а также 
с 229, © Рис 24. 

Оставшиеся члены, после приведения подобных членов, помещаются при четвертом 
прямоугольнике слева в столбец. Результат же у пишетея во второй строке сверху. 
В ижней строке выражение за первой скобкой делитея на предыдущее; вторую скобку 
следует заменить знаком равенетва =. 

24. Бесконечно удаленная точка. Алгебраическая функция разлагается 
в ряд и для 5х = со. Вообще при 5х = со она является голоморфной, так как возможно 


1 
разложение по степени >: 


1 1 \? 1 \3 
= — — — ... 1 
ут -На ()-% (=) +4(-=) + о 
Если в это уравнение входят положительные степени 5: 
— [#1 [#1 
уе На И А . (2) 


ТО 71=— со является полюсом я-го порядка нашей алгебраической функции, что должно 
явиться, конечно, не общим, а исключительным случаем. 
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Функция, определяемая уравнением 


уз --аху 2? у — 8 — 28 =0, 
которое берет Ньютон, имеет полюсом х==с0, в чем нетрудно убедиться, заменяя 


1 
т через — и представляя уравнение в виде: 


9уз-| (г 1) гу (— 323 —2) =0; 


отсюда ясно, что полюсом будет 2 =0 и х== со. Это произойдет всегда, если пока- 
затель степени полинома $5 (2) при -высшей степени у” будет меньше показателя 
степени одного из коэфициентов о, (2). Яено, что случай, когда Фо (2) обращается 
в нуль, мог ускользнуть от Ньютона, но случай, когда Фо имеет степень ниже, 
чем х„ встал, естественно, как простейший случай. 

95. Степень и измерение. Мы переводим ЯПтетз10 в различных местах 
различно, то — степень, то — дословно — измерение. Когда имеетея одна буква 42°, то 
мы говорим „л в третьей степени“; 3 в этом случае показатель степени. Если имеются 
две буквы 2%3у?, то мы говорим не пятая степень, а пятое измерение. 

У Ньютона еще употребляется термин Ч1тЦаз (по-итальянеки встречается 
впервые у Тартальи) — соответствующий степени, а не измерению. 

Кроме того реже употребляется слово рфезаз (введенное Виетой). 


96. Величина | |. Каким образом Ньютон интегрирует, например, выра- 
жение жа 1? Мы его будем интегрировать не от 0 до 2, а от 1 до д: 
ы 2 
д: д“ 3 до 1 
5—2 т №2 = тва. 


1 


Й (2-я --х )ах= 


—3 —1 
Интеграл И) (2-х х ) ах являетея для нас расходящимся, ме имеющим 
0 
смысла. 


—1 
Для Ньютона же / х 4х имеет вполне определенное геометрическое значение, 


Это актуально бесконечно большая площадь, которую нельзя выразить, но с которой 
мы можем оперировать совершенно так же, как с конечной. Она вполне определяется 
ординатой начальной точки на оси, кривой и осью ОХ. 

Если бы Ньютон пользовался нашим обозначением, то он написал бы: 


т НИ Ня © 
3 —1 — [Г —3 _ —1 
а хх | ах = а» аж-| /: ах. 


Но для интеграла в левой части он не имеет обозначения, первый член правой 


23 «» 1 —2 > 1 —_ 
Части есть —, второй — 5 НЙ › 4 третий ИМ обозначается позже | — ИЛИ т 1 ис 
Э ий 


‚этим квадратиком он оперирует так, как если бы это был какой-либо т или 0. 
Площадь кривой между двумя ординатами, не совпадающими с ОУ, будет уже 
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хонечной, ибо, вычитая из одной площади, начинающейся с ОУ, другую, начинающуюся. 
с ОУ, мы производим сокращение: 


наи ини 
они 


Так точно ниже получается площадь для 


13193 50944 


до диивии Е 645 = 51228 Г 1638428 16384.53 ти 


м 
Ньютон для площади криволинейной трапеции ( т. е. для / 1] аз пишет. 


22 ах ва, 131а3 50944 и т.д 
2 4 645 512% — 3276822 1” 
[о 
бах | ЭТО актуальное бесконечное, с которым ов затем свободно оперирует. 


ми диинениннничимь 


В пиеьме в Сопи .(Конти) от 9 июня 1716 г. Ньютон употребляет символ’ 


——— 


е |- и с точкой внутри квадратика. 

27. Немые величины 1. Если переводить дословно, то следует сказать 
не иррациональное число, как мы говорим, а немое (или глухое, и то и другое по-- 
латыни означается тем же словом зиаг@м$), т. е. не выражаемое в числах; конечно, 
при этом слово „число“ мыслится как целое число или как рациональная дробь. Во вре- 
мена Ньютона понятия иррационального числа в нашем смысле не было. 

Следует, между прочим, отличать величину иррациональную 0т трудно отре- 
делимой, имея в виду, например, уравнение; корни которого, хотя и могут оказаться 
целыми числами, но поддаются определению с трудом, & может быть и не могут 
быть определены. 


В качестве примера можно привести выражение 


Ив Уз Уз Узор Уз— 6 у , 
равное 4, что обнаружить довольно трудно. 


28. Нуль алгебраической функции. Ньютон здесь сознает, что случай 
„нуля“ требует особенного исследования. Значение у при х==0 определяется из. 
уравнения [ (0, у) =0. | 

Зная у=6 мы, подставляя в уравнение [ (х, у) =0, у=е-Ё-р, получаем при 
6 —=0 тождественное равенство в р. 


1 Выражение зигдмз (немой) впервые употребляется Геопато Р1запо (ТАЪег Аъас, 1202) 
и сохраняется даже до ХУШ в. (в Англии и до настоящего времени). У Штифеля итаНо- 


паз пишегаз поп езё уегиз пишегиз, т. е. иррациональное число не есть истинное числ“ 
(АтАБтейса ицеста, 1544). 


К «АНАЛИЗУ С ПОМОЩЬЮ УРАВНЕНИЙ» 281 


Выход из затруднения состоит в том, что полагается 1) = де и рассматривается 
уравнение ] (2, 2) = 0. 
Так, если 


Г(2, у) = — азу- 28 ==0, 
то 
2323 — 0522 | 28 = 0, 


— де --ж--...=0; 


и, по сокращении на 2, 


откуда 


НЯ 


29. Подетановка. Ньютон рассматривает здесь случай иррациональноео- 
уравнения 


Г(28 у) =0 


Ч Чо 


(ан, 2Ъ,... 4) =0, 


или вообще 


где а, В, — числа целые. 
Такие уравнения приводятся к обыкновенной форме рационального уравнения 
подстановкой 


18 =, 


где В — наименьшее кратное всех В.. 
Таким образом та подстановка, которая затем была применена для приведения’ 
а 
ев а...) 4х 
к интегралу от рациональной дроби, сперва применяется для приведения указанного 
уравнения к рациональному виду. 

30. Моменты. Ньютон мыслит площадь образуемой движением прямой, причем 
криволинейная трапеция, образуемая движением прямой изменяющейся длины (орди- 
натой), сравниваетея с площадью прямоугольника с основанием, равным основанию. 
этой трапеции и бписываемого прямой постоянной длины, равной единице. 

Моменты времени Ньютон представляет себе как актуально бесконечно малые 
частицы времени. | 

Еели в существовании актуально бесконечно малой трапеции еще можно 
усомниться, то в том, что существует момент времени, что между прошедшим и 
будущим есть настоящее, которое меньше, чем всякий промежуток времени, но все- 
таки не нуль, в этом уже нельзя сомневаться !. Все, что образуетса в момент времени, 
Ньютон и называет в широком смысле моментом этой величины. Ньютонов момент 
не совпадает с нашим и более того даже с лейбницевским диференциалом 2 со сто- 
роны его идейного содержания. 


+ Иу Аристотеля время оказывается в особом положении как относительно своей 
вечности, так и в отношении своих неделимых элементов — моментов. 

2 См. главным образом статью Лейбница- Моуа те{обиаз в МабВета$. ЗергШеп, т. 5, 
стр. 220—226. 
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Но, во-первых, роль момента в формальных операциях та же, что диференциала. 
Кроме того наряду е формальными операциями и с логическими обоснованиями их 
всегда выступают еще, так сказать, недозволенные логикой образы и понятия, 
смутные, но близкие к донаучному мышлению, которыми мысль оперирует в своей 
закулисной работе, одним словом, то, что имеет психологическое значение в научной 
работе. В этом смыеле, конечно, и момент и диференциал .тоже сближаются, как 
зерна теряющего свою непрерывность пространства. 

31. Круг и окружность!. Мы переводим с1тге5$— круг, но мыелим круг 
не по-эвклидовеки, т. е. не как часть плоскости, ограниченную кривой, & как самую 
кривую, что часто делается и теперь. Термин „окружноеть“ мы оставляем для длины 
дуги или периметра. 

32. Дуга и площадь. Ньютон здесь находит момент дуги, а по моменту 
и самую дугу. До этого места он говорил лишь о моментах площадей и геометри- 
ческое обоснование своих правил давал только для площадей. вы он прилагает 


свое правило к дуге и’ от момента уг аа и приходит к дуге Не 10 ав. 


то ему становится необходимой для обоснования этого действия площадь, момент 
Боторой выражен через поверхностные единицы так, как момент дуги через единицы 
длины; затем, найдя площадь в этих единицах, он должен [вернутьея к выражению 
в единицах длины. Впрочем, здесь это не подчеркивается так, как в „Методе флюксий“. 


33. Момент и неделимое. Ньютон оперирует с моментами дуги НО и 
основания КВ и в основу кладет пропорцию 


@ЯН:ЬОН = ВТ: Тр, 


вытекающую из подобия треугольников НБС и ТОВ. 

Фиг. 10 табл. П изображает то, что должно только мыелиться, — отрезок ЫД 
направляется ло кривой, т. е. на бесконечно малом протяжении кривая мыслится 
прямой, дуга мыслится совпадающей с хорлой. Это — точка зрения метода неделимых, 
и она здесь сохраняется Ньютоном, который мыслит дугу здесь не образующейся, как 
площадь, но уже образованной. Казалось бы, что Ньютон совершенно сближается 
< Вавальери 2 не только в этой технике доказательства, но и в своем понимании 
бесконечно малого, в своем замечании, что моментами тела являются поверхности, 
моментами поверхности — линии и моментами линии — точки. Но это не совсем верно. 
Здесь момент уже не вполне то, что неделимое. Величина не состоит из моментов, но 
образуется из них. Кривая не состоит из точек, но образуется из них. 

Но мы видим, что оперирование с ними здесь чисто статическое вместо дина- 
мичесиого, и это стирает глубокое различие в понимании. 


1 См. мою статью „О школьной математической терминологии“ (Математика в тру- 
довой школе, 1932). 

2 Сасайет, деоте$а, п УШИ; Сатог, т. 3, гл. 90; Мотисв, 53% 4е МабЪ., т. 
стр. 27; см. также Кешет, Моуа Э4егеотейа. доПогит Ушал1отгит, 1617; Орега 1871, т. 4; РИезае- 
гег, П15зеге. дао Кер!ег1 тео Шазтафаг, Тибтееп 1795; ВоБего, Тга бб 4ез шагузШез - 


К «АНАЛИЗУ С ПОМОЩЬЮ УРАВНЕНИЙ» 233 


34. Ряды для зшх и атезт х. Здесь происходит обращение ряда 


1 23 1.3 2 1.3.5 47 
ВОТ ЯР Ра БТ. 4.6 1. 0) 
в рад | | 
— $] 23 рб 
Зш 2==2 аб Та ва. 52 ... (2) 


Ввиду того, что первый ряд получается простым интегрированием ряда 
1 


{1—4) *, равворачиваемого по формуле бинома Ньютона, ‘то формула (1) мыслится 
Ньютоном как более простая, чем (2). В настоящее же время дело обстоит как раз 
наоборот. Закон составления производных высших порялков для 5ш х проще, чем для 
атсзт х, и поэтому первая строка очень просто находится по формуле Маклорена: 


Ре) = ГО) -НаР о ИФ... 


Вывод же второй таким путем труднее. 

Формулу для 03 х Ньютон вывел очень громоздко на основании того, что 
605 = У 1— 5102 х. Теперь никто так не будет поступать. 

35. Неполная и полная математическая индукция 1. Несколько 
слов о неполной и полной математической индукции. Индукция имеет место и заклю- 
чает от частичного к общему, когда некоторое свойство @ усматривается в видах Д., 
А.,..., А, и на основании этого приписывается роду А, относительно которого вообще 
неизвестно, заключает ли он еще лругие виды. Это — обычная форма заключения 
в естествознании. В математике такое заключение не может быть признано строгим. 
Неполная индукция обращается в полную, когда мы заключение делаем от всех 
видов, включающихся в 4. В математике предетавляется иногда возможным, доказав 
какое-либо свойство для части видов, перенести его и на все, пользуясь так называе- 
мым принципом полной математической индукции, состоящим в следующем: если по- 
ложение верно для значения п =—=1 и, будучи верно для п, будет также верно для 
я -—-1, то положение верно и для всех значений п. 

Ньютон нигде не пользуется этим принципом. Он всегда удовлетворяется 
только ссылкой на аналогию. 

Нельзя, конечно, считать, что налицо здесь лишь заключение по неполной 
ундукции. Здесь имеется в виду очевидность последовалельного образования из каждого 
члена последующего члена. Требование полной строгости заставило бы нае при нахо- 


ждении (2т) применять принципи полной математической индукции и из 
(17) —=т(т—1)...(т—в- р" " 


ВЫВОДИТЬ 
(ат — т(т— т)... (тв (т — п)", 


1 Вгиизсйлле9, Гез- варез 4е 1а рЬЙозорШе тафвётаЙдиае, стр. 481; Елатс. Маитойсо, 
Атитейс1 Пг! био (написано в 1557, опубликовано в 1515); (. Тасса, Биг ]е ргшефе 49тдис- 
оп шадьбтааие. (Ви. атег. шадВ. 50е., 1909). Об индукции вообще см. Д. С. Милль. Логика. 
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Но Ньютон здесь просто подчеркивает аналогию, т. е. тот очевидный факт, что при 
всяком диференцировании по основной формуле для х” происходит понижение на 
единицу показателя и умножение на этот показатель. Основанный на применении 
принципа полной математической индукции (сперва не вполне сознаваемого и остаю- 
щегося без точной и определенной формулировки) метод обычно припиесываетеяг 
Якову Бернулли 1, который применяет его, как это и обычно теперь делается, к доказа- 
тельству основных формул комбинаторики. 

М. Кантор отмечает неправильность этого взгляда, находя этот метод не только 
у Лейбница ? и у Ньютона (с чем я не могу согласиться), но и у Паскаля 3. 

Обоснование рассуждений по принципу полной индукции, как справедливо. 
замечает Пуанкаре *, сводится к заключению из бесконечного ряда силлогизмов и 
могло быть признано только, когда математическая мысль вполне свыклась с деско- 
нечными операциями и установила постулаты, определяющие получение определенных 
результатов с помощью этих операций. Следует хорошо вдуматься в цитируемые 
Брэншвигом слова из Лейбница (цит. соч. стр. 204) „Еели... при продолжении разло- 
жения предиката и при продолжении разложения субъекта, никогда не может быть 
доказано их совпадение, но и... не получается противоречия, то предложение сле- 
дует рассматривать, как возможное. Еоли же ясно из такого хода к решению, что дело 
приводит к тому, что разность между теми, что должны совпадать, будет меньше, чем 
‚всякая данная величина, то следует признать доказанным, что положение верно“. 
Здесь вполне определенно признается возможность десконечных логических операций. 
Теорема признается, если мы можем дать актуально бесконечный ряд доказываемых 
друг за другом положений, которые все ближе и ближе подводят к истине. 
| Заметим, что Ресвельб и другие логисты, формулируя принцип полной мате- 
матической индукции в форме: „Если какое-либо свойство верно для 1 и если уста- 
новлено, что оно верно для п-|-1, когда оно верно для п, то оно верно и для вся- 
кого целого числа“, возводят его в определение конечного числа. Для современной 
мысли это обычный прием — возведение аксиом и недоказываемых положений в опре- 
деления. Но этим, конечно, актуальная бесконечность не упраздняется. При таком опре- 
делении конечные числа мыелятся как принадлежащие к бесконечному классу чисел, 
при этом таких, для которых принцип полной математической индукции имеет место. 

36. Разложение с“. Ньютон обращает ряд 


в ряд ] ] 
а ... 


1 Асфа Ега4д. 1686, стр. 360, „Лас. ВегпошИ, Офега 1, № 24, Агв. сопдесбапа1, стр. 93. См. 
Сатот, т. ТТ, стр. 341. 

2 Сепегез па! опез 4е Апа]уз! пойопат еб уегКабаю 1686, 8 66; Втитземлсд, Гез 
6фарез ефс., стр. 204. 

3 Разе, Тиап?]е атИвтеЙаие 1665. 

“А. Пуанкаре. „Наука и гипотеза. 

5 В. Виззей, Тре ргшеез оё МаетаЙсз; его же оИВтИия п &е Ма. РЫПоворШе,. 
Мипепеп 1921. 


К «АНАЛИЗУ С ПОМОЩЬЮ УРАВНЕНИЙ» 285 


Он мог бы сказать, что переходит от разложения 


1 
а = 1 (1 ара 


5 разложению 


2 то 1 
е ТЕР... 


только тогда, если бы он употреблял 1) знак логарифма и число е и 2) степени 
с иррациональными показателями. Ни того, ни другого у него нет. 

37. Кривые геометрические и механические, трансцендент- 
ные и алгебраические. Деление кривых на геометрические и механические 
не вполне соответствуют делению на алгебраические и трансцендентные. Это деление 
не'по существу, а только по форме задания. В первом случае даются методы построе- 
ния точек кривой, а во втором кривая дается как траектория точки, движение кото- 
рой определяется некоторым образом. Но, конечно, одна и та же кривая может быть 
определена двояко и механическая кривая можбт свестись к геометрической. Это 


деление кривых аналогично делению функций на явные д 
и неявные. Такое деление кажется впервые выдви- 

гается Декартом в „Геометрии“. У Ньютона есть тен- | 

денция понимать под механической кривой такую, при 

которой геометрическое определение или исключается 6 7 Г’ 


или же трудно достижимо. Лейбниц ! называет алге- 
браическими кривыми те, которые выражаются ура- 
внением определенной степени. Ранее он употреблял вместо этого другой термин: 
аналитическая кривая. В @еошейта тесопд Иа, он вводит для неалгебраической кривой 
термин — ранецендентная кривая. 

38. Циклоида. Известную кривую, описываемую точкой окружности, катя- 
щейся по прямой, Ньютон, как и Роберваль?, называет не уиклоидой (по Гали- 
лею), а трохоидой. Паскаль ту же кривую называет рулеттой 3. Ордината (по-на 
шему абецисса) точки [Г по определению циклоиды равняется дуге ОГ (фиг. 1) и’ 
р1=ЁН (если Г точка на касательной СН). СН равно всей полуокружноети НКА 
и поэтому ОК равняется дуге КА. Вывод параметрических уравнений циклоиды 


можно найти в курсах анализа, читатель и сам может найти параметрические 
уравнения 


Фиг. 1 


%=4(1 — ©0830), (1) 


у=а(® — 51 9); | (2) 


1 Ре @1тепз1опе Непгагит, МабЪешаф. ЗевгИеп, т. 5, стр. 238. 

* Вобети, Пе фтоспо14е. Мёш. 4е ГАсаа. @е Бе. 4е Раг1в, т. 6, стр. 361—382; Тга16 аез 
1191%13.. стр. 328. См. также Лезсатез (письмо к Мерсенну от 1638), Оецутев, 64. Адам е+ 
Тадпегу, т. 2, стр. 135, 257; так же Тотичсе, Орега МабЪета\са, 1644; Еегтой, Оепугев, т. 3, 
стр. 144; Таз, Ре Сусюе, Орета, т. Г, стр. 584—537; Ниудйетз, Оепутез, т. 2,стр. 335—343. 

3 РазсоЙ, 'Тта! {6 обпбга]е 4е 1а, гошейбе, Оетугевз, 64. Насцев, стр. 34. 
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у Ньютона и=а(1— 008%), 

х=а(о — т 5). 

Исключая ф из (1) и (2), получаем уравнение 


а—х УИ —2? 
У (8) 


(9 


1} = ‘| ат6с05 


По Ньютону это механическая, по-нашему жтрансцендентная кривая. Нъютон, 
конечно, не мог уравнение ее выразить в форме (3). 

Обратили внимание на эту кривую Николай Кузанекий в 1454 г. и Галилей 
в 1590. Первый занявшийся ей был Роберваль. Самый важный результат Робер- 
валя — это определение площади циклоиды в 1634 г. 

Вривая эта замечательна тем, что принадлежала к числу тех, на которых, 
так сказать, испытывались различные методы проведения касательной сперва Декар- 
том и Робервалем, затем Ферма. 

Спрямление циклоиды производится в 1658 г. Вреном (или Реном, Утеп). 

Исследования Роберваля в. высокой мере пополняются Паскалем в 1658 г. 
Он определяет площадь не только зсей циклоиды и ее сегмента, но и поверхность и 
объем, образуемые ее вращением и т. д. 

39. Евадратриса Динострата. Это типичная с ныютоновекой точки зрения 
механическая кривая, определяемая как траектория точки. Движение здесь образуется 
из 1) вращения АЛ вокруг 4, 2) параллельного передвижения ВЛ. Геометрическое 
место точек пересечения этих движущихся линий и является квадратриеой. 

Полагая АВ =, мы получаем 


х 
у=хев —. 


По-нашему кривая эта трансцендентная, так как х со х не определяется алгебраи- 
ческим уравнением (хотя бы в силу существования особенной точки с%с х на со). 
История кривой тесно связана с знаменитыми проблемами трисекции угла и квадра- 
туры круга. Она употреблялась Гиппием (У в. до н. э.) для решения первой из 
этих проблем, а позже Диностратом и Никомедом (1У и П вв. до н. э.) для решения 
проблемы квадратуры круга, почему ее и назвали квадратрисой '. 

К этой кривой Роберваль прилагает свой метод проведения касательных. 
Васательной к квадратрисе занимаются также Гюйгенс ? и Валлис 3. 

Термин квадратриса употребляется во времена Ньютона (в особенности Лейб- 
ницем) в очень широком смысле кривой, с помощью которой определяетея площадь 
кривой у=/[(1); именно такая кривая определяется уравнением 


х 
у= / гсоах. 


1 Ртосй Сошшеп&. Н., 3, 4; Роррь СоПес%. Ш. 4, стр. 33 —34; Тезхега, Тта\6 дез соитфез 
зрёеез, т. 2, стр. 39. 

* Оепутез, т. 10, стр. 446. 

3 Орега, т. 2, стр. 401. 
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Ньютон применяет к исследованию квадратрисы ряды. Еще в своем письме к Оль- 
денбургу от13 июня 1676 г. ов выражает рядами, расположенными по степеням х, 
ординату, отрезок оси ОУ, плолщаль и дугу квадратрисы Динострата. 

40. Следует заметить, что в этой работе задача о касательных не рассматри- 
вается. Читатель найдет ее в „Методе флюксий“. 

41. Ньютон и интуиционисты 1. Это место тоже имеет очень большое: 
значение для суждения о взглядах Ньютона на актуальную бесконечность. В его 
глазах она существует как конечное, но только нами не воспринимается и не может 
быть выражена. Иррациональный корень также существует, как рациональный, и 
указать все знаки после запятой нельзя только потому, что их бесконечное множе- 
ство. Обладай я бесконечным умом, я мог бы их даль, как даны все небесные све- 
тила в актуально бесконечной вселенной. 

Невозможно не само выражение вообще, & точное выражение в числах (разумея 
пол числом, конечно, только число рациональное). Взяв для п значение 3,1415926, 
мы еще не в состоянии его отличить от другого рационального, отличающегося от 
него в 8, 9, 10 знаках, нам пока неизвестных. Эта точка зрения, конечно, диамет- 
рально противоположна точке зрения современных иразмитистов или интуициони- 
сттов, которые признают в математике только то, что можно построить конечным числом 
операций. Непротиворечивоеть для них постольку лишь является признаком матема- 
тического существования, поскольку последнее может быть установлено конечным 
числом действий. Лля интуиционистов существование становится выразимостью е по- 
мощью конечного числа действий. 

49. Теория флюЕвсий в трудах других ученых". Анализ бесконечно 
малых у Ньютона является теорией флюксий, таковым он является и у авторов неко- 
торых книг, изданных до опубликования ньютоновского „Метода флюксий“ (1736), но 
после опубликования „Математических начал натуральной философии“. Такова работа. 
Чейна (1703), затем следует Диттон (1726). Позднее сторонниками теории флюксий 
были Маклорен (1742), Меерман (1742), Симпеон (1750) и др- 

43. Приготовление отличается от самого доказательства, тем, что в первом. 
берется пример числовой, во втором же дуквенный. 

44. Мы скажем: взяты прямоугольные координаты 


45. Можно сказать, что то, что здесь дает Ньютон, это — первая формула 
интегрального исчисления в форме: 
22 
8-51 
ах 
| ад’ах == 
5 


0 


1 В. Ва@из, ЕоттаНзтиз ип ша от зшаз п дег МабЪета:, Каг]зтире 1924. 

2 Скеупеиз, Еахопат Мебодиз; Оебоп, Ш ШоаЫоп о Пахюп8; Мас-Гаити, А Ттеззе 
0# Пах!опв; Мееттаи, Зрестиеп са]са Йах1опаНз; биирзой, Тье аосбште ал аррЦеаопт ог 
Плахов. 
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второй у него является: 


й [Г 9 (2—1 (2)] 42 = | Г(2) а=-- | 9 (2 4=— [| Ъ() д. 


Так как он „интегрирует“ только степенное разложение, то другие формулы ему не 
нужны. В качестве первой задачи им выдвигается не прямая задача о касательных, 
& прямая задача о площадях, и поэтому можно сказать, что первыми у Ньютона явля- 
ются формулы интегрального, а не диференциального исчисления. 


.. т-- п 
Ньютон вместо одной буквы $ берет — _› Где т и ® воегда означают. 


целые числа. Все доказательство он ведет для рациональных показателей. Иррацио- 
нальных показателей у него еще нет. 


46. Формальные операции Ньютона!. Ньютон сделал бы лучше, 
если бы выше вместо примера 


о 3. 
— 22 = 
&) 
взял просто 
23 == 2. (1) 


Тогда можно было бы еще проше выяснить сущность его метода. 

Предполагается, что в момент времени х изменяется на о (это не нуль, 
& актуально бесконечно малая величина, так сказать, около нуля). Обращаю внимание 
читателя, что это о в „Методе флюксий“ имеет уже другое значение — это момент 
времени. 


Мы здесь еще флюкеии не имеем. Это, можно сказать, диференциальное иечис- 
ление без производной. | 

В то время когда х переходит в х-Ро, г переходит в 2-Ро-у. Почему? 

Ньютон это в настоящей работе разъяеняет недостаточно. Следует думаль, 
что, стоя здесь еще ближе к Кавальери, чем к теории флюксий, он определяет пло- 


щадь входящего прямоугольника, просто умножая основание на высоту. Далее, под- 
становка дает: 


(#-- 0) =2-Но-у, 23-- 32? -о- 3х. 02 -- 03 =г--0у. (2) 
Вычитая уравнение (1) из (2), имеем 
322. о 3х. 02-03 =0-1.. 
Сокращая на о: 
352 - 3х + о-| 02 =. 


Далее следует применение принципа исчезновения бесконечно малого перед конечным; 
как 35-0, так 0? просто вычеркиваются и пишется 322 =. 


Этот принцип еще до Ньютона вполне определенно выставляется Ферма в его 
формальных операциях. 


1 Саот, т. 3, стр. 169; о формальных операциях Лейбница см. Самюг, т. 3, стр. 191 
ТГефтяг, Ма&Мета%. ЭсвтЩеп, т. 5, стр. 220 — 996. 
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Максимум функции 5 (а — 5) Ферма находит таким образом: в максимуме и мини- 
муме функции имеет место стояние, равенство значений двух смежных величин: 


(2-Е) (а—х— Е) =х(а— 2. 


Произведя сокращение на Ё (которое означает у Ферма бесконечно малое увеличение 
неизвестного) и затем просто вычеркивая члены се Ни Е? ит. д., мы получаем 
решение. Ньютонов нулик играет совершенно ту же роль, что ферматовское Е. Ноя 
должен ввести некоторый корректив. 

Ньютон пишет здесь нег-|-о-у, как он это делает в теории флюксий, а2-- 0.5 
и затем уже приравнивает фи 7. 

С пеихолотической точки зрения это очень интересное место. Перед Ньютоном 
открывались два пути: 1) к его понятию флюксии и 2) к даламберовекому понятию 
предела !. Его могучий ум стоит перед препятствиями, которые мы не можем про- 
чувствовать, так как у нас уже нет тех окристаллизовавшихея понятий, которыми 
должен был быть пропитан ум Ньютона, как принадлежащий этой эпохе. 

Он заставляет (во времени) уменьшаться основание входящего прямоуголь- 
ника до бесконечности, но бесконечность у него, как у ума этой эпохи рационализма, 
не может мыслиться только в возможности, она достигается, о не стремится к нулю, 
а, достигая нуля, становится, наконец, им. Как будто, о у Ньютона готовится стать 
пределом у н 2--0% приближается к г--0%у, как к пределу, но в конце концов о 
делается нулем. И здесь возникает серьезное затруднение: если о нуль, то и прямо- 
угольника уже нет и выражение о.1,, как будто, теряет смыел. В теории флюксий 
Ньютон идет по другому пути, представляющемуся ему более обоснованным. 

47. Обратная задача о площадях. Здесь идет речь об обратной 
задаче о площадях °, т. е. об определении кривой по выражению площади криво- 
линейной трапеции е помощью координат, которое решается диференцированием, в то 
время как прямая задача о площадях решается интегрированием. 

В нашем обозначении первая задача решается по формуле 


45 
Уаз, 
вторая по формуле 
НН 
$ = / уах. 
/ 


Можно понимать эти задачи и в более широком емыеле опредёления по свой- 
ствам площади — соответствующей кривой и по данной кривой — свойств ее пло- 


—_ „као —__й=иЙ 6666666683333 


1 См. статью Даламбера „[1т’$е“ в Епеус]ор6ёе оч ПсЯоппате га/1зопп6 4ез заепсез. 
т. [Х, 1165; ем. мою статью „Генезис и история теории пределов“, Известия Северокавказ- 
ского государственного университета, 19%, т. 8 (15). 

? Ср. Лейбницев Мебпо@из бапоеп аш шуешепй, 11/ХТ 1613, в приложении к Се’йагАЕ, 
Еоескипо дег Вбпегеп Апа]у$15. Большое значение при изучении исторпи идей Лейбница 
имеет его Нзбота её ооо Са1сай ПегепйаИз (издано отдельно Гергардтом в 1846 г.). 


19 Зан. 3996 — Ньютон. 
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щади, так же как и прямую задачу о касательной, как определение свойств каса- 
тельной для данной кривой, и обратную, как определение кривой по свойствам каса- 
тельной. Прямая задача о площадях сводится к обратной о касательных, обратная — 
к прямой задаче о касательных. 

48. Ньютоновская флюэнта и лейбницевское „отпе“. У Нью- 
тона нет интеграла как суммы бесконечного числа бесконечно малых `элементов.. 
Его флюэнта — это первообразная функция, производная которой равна заданной 
функции. Не мысля площадь криволинейной трапеции как сумму бесконечно малых 
элементов, он доказывает, что ее флюксия равна ординате. И здесь Лейбниц гораздо 
дальше отстоит от Ньютона, чем это может показаться на первый взгляд. В технике 
формальных операций оба математика находятся друг к другу гораздо ближе, чем 
в отношении идей. В противоположность Нъютону у Лейбница вполне определенно 
выступает уже очень рано примитив интеграла как бесконечная сумма общего вида. 
Именно у него получает развитие точка зрения анализа бесконечно малых на конеч- 
ную величину как сумму бесконечно большого числа бесконечно малых. Под лейбни- 


цевское отлпе (которое потом обратилось в [ [1) подводятся все суимы, раесматри- 


ваемые Кавальери, причем суммы эти рассматриваются не только в их отношениях, 
как у Кавальери, но и сами по себе в отдельности. 


Отте, которое затем обращается в , сперва остается еще суммой линий, 


как у Кавальери, { здесь еще Ппеае Кавальери ?, а не бесконечно малые входящие. 
или выходящие прямоугольники. 

В противоположность Ньютону у Лейбница криволинейная транеция не опи-- 
сывается во времени движением, а состоит из отрезков, которые мыелятся как беско- 
нечно малые элементы, на которые она разлагается. 


| 
В трех формах обозначения [ |, | и | [4х мы можем прощупать следую- 


щий ход мысли. 

В первом через [ обозначается элемент-линия, и она мыслитея в квадратной 
мере. Лейбниц здесь еще стоит вполне на точке зрения Аавальери. 

Во втором [ еще мыслится в квадратных мерах, но как прямоугольник с высо-- 
той, равной ординате, и основанием, равным 1, 4 означает здесь актуально беско-- 
нечно болыпое число, на которое делится [{. 

В третьем {Г мыслится в линейной мере, это — высота прямоугольника, основа-- 
нием которого является диференциал х, обозначаемый Лейбницем через 4х. 

Лейбниц уже очень рано намечает формулы общего характера, относящиеся 
к отте или интегралу, вроде: 


Гар жа Гы 


1 детлагй, Епщескиие се. 8 36; Геии2, АпаЛуз1в бебтасол15 Иса, ее. 25, Х 1615 (приложение 
к Епфескипо). 
? Сотайет, беот. т@х., а также СеглагАЬ, 1. се, тр. 30. 
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В дальнейшем ньютоновская точка зрения на интеграл обычно берет верх. 
Стон! в своем подходе к анализу вообще ближе к Лейбницу, он является продолжателем 
Иогана Бернулли и Лопиталя, но интеграл выражает у него количество, диференциал 
которого есть данный элемент 2. 

49. Доказательство сходимости решения. Здесь мы енова натал- 
киваемся на выражение, из которого ясно, что Ньютон мыслит достижение предела 
в бесконечности. 

Он собирается доказать, что результат, полученный его методом, отстоит от у 
на величину, меньшую всякой данной, и продолженный до десконечносети, ста- 
новится равным ему. 

Исходит Ньютон из первого положения Х книги Эвклила 3. 

То, что дает Ньютон, не представляет доказательства сходимости в нашем 
смысле. Это скорей доказательство сходимости к данному числу“, причем и в этом 
отношении сходимость понимается не в нашем смысле. 

Следует помнить, что в глазах Ньютона и его современников все ряды имеют 
хакое-то значение; ряды, расходящиеся в современном смысле, для которых операции, 
производимые над сходящимися рядами, являются недозволенными, в то время еще 
че мыслатся. 

Но Ньютон в положении Эвклида видит, конечно, то, чего сам Эвклид не видел 
и не мог увидеть. Шо Эвклиду, если из А отнять половину А, из 1/2 А отнять 1|, 
А ит. д., то, продолжая таким образом, можно получить величину, которая окажется 
меньше всякой данной. 

Но что она исчезает, наконец, если действия продолжать‘ бесконечно — этого 
У Эвклида, как и вообще у античных математиков, не может случиться, так как 
они актуальной бесконечности не признавали. 

Если в ряду А, |- 4. | Аз... 4, есть половина А. -- А.-|-..., А» поло- 
вина 4. --4,--..., то мы как раз оказываемся при условиях 1 положения книги Х 
ЭВКЕЛИда. 


Это будет в том случае, если 


1 
э А =, 4, = 51, оу А =—-, 


1 Эюме, Ап. 4ез 11. реф, 1130. 

? История интеграла очень благодарная тема для исследования. Интересно проследить 
в ней борьбу ньютоновского (интеграл — первообразная функция) с лейбницевским направле- 
нием (интеграл — предел суммы). Проф. М. Я. Выгодский в- своем интересном методическом 
опыте нового подхода к началам анализа стоит на второй точке зрения. Как у Лейбница 
У него сперва имеется сумма, потом разность, сначала интеграл, затем диференциал (М. Б»- 
чодский, Основы исчисления бесконечно малых, 1932). 

3 Эвклид, Начала, кн. Х, пол. 1. Если от данной величины отнимем часть, большую ее 
половины, и от остатка отнимем часть, большую его половины, и будем продолжать такое 
действие неопределенно, то, наконец, получим такой остаток, который будет менее какой 
угодно малой данной величины. 

“В этом смысле следует также понимать и лейбницевский термин абуегоепфиг; Гезбт!., 
Ма ешав. Зевт еп, т. 3, стр. 928. 


19* 
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хак это нетрудно проверить, если принять, что 
1 1 1 
Ра тж Г.., 


т. е. вообще принять формулу для суммы бесконечно убывающей прогрессии 


о-ача+е..., (1) 


.. 1 
и положить в ней 4==-.. 


№ этому простейшему случаю Ньютон предлагает приводить и другие. Но дока- 
зательетво для формулы (1) Ньютон может дать лишь делением 1 на 1—0, т. е. 
поетулируя, что такое деление дает результат, который по умножении на 1—0 дает 
единицу, т. е. разрешая себе производить операции над рядами как сходящимися, 
так и расходящимися. 


Одним словом, вее это „доказательетво сходимости“ Ньютона сводится к тому, 
что в частном случае доказывается, что, если 


= АА. А.-..., (2) 


то разность © —©, можно сделать как угодно малой, т. е. 


Ньютон из (2) выводит (3), мы же, наоборот, из (3) выводим (2). 
Но в дальнейших рассуждениях Ньютона мы видим эмбрион вывода сходимости 
степенного Гряда из сходимости ряда с более простыми членами. Эга мыель лежит 


в основе установления понятия о круге сходимости степенног» ряда. А именно Ньютон 
берет ряд 


де... 
1 1 
при 5 == 5 а затем при х положительном и меньшем 5. Так как здесь. 
б=5,-|- А» 
| 
х 
В=—— 
1—х 
1 
и при д © 
о^ 
25 
1 —* < ) 


то в новом ряде остаток будет уже меньше, чем в первом, и мы еше скорее будем до- 
ходить до величины, меньше любой заданной. 
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. 1 
пастильон считает, что выражение „х зирегез о — опечатка. Я думаю, что это 


а 


недостаток оборота речи самого Ньютона: „х превосходит — “ имеет два смыела: при х — 


2 
1 
дополнении и --. подлежащем, и обратно. В настоящем случае верно первое, неверно 


второе. Я счел необходимым во избежание такого недоразумения поставить в переводе: х 


меньше, чем -5-. 

За этим можно было бы ожидать вывода сходимости одного ряда путем срав- 
нения с другими, но его нет, да и быть не может. Ньютон, повторяю, расематри- 
вает сходимость лишь к определенному пределу, & не сходимость как свойство 
существования предела ряда, & для этого вопроса такое сравнение уже не имеет 
значения. 

Ньютон сворачивает с пути, по которому он начал итти, и приведенное выше 
раесуждение о бесконечно убывающей прогрессии оказывается излишним. 

Что у=а--р--9--... это следует из того, что 


1 1 д 
ужа р=а—-_#--4= а—- Ра Г” 


причем этот процесс мыслится до бесконечности, и в бесконечности результат этот 
верен. | 

Сходимость просто следует из того, что р, 9, 7... убывают и делаются как 
угодно малы. А это следует из того, что в то время как коэфициент при высшей сте- 


пени остается тем же, свободный член, выражаясь через все более и более высокие 
степени х, убывает. 


Если последний член некоторого уравнения, говорит Ньютон, беспрерывно убы- 
вает, пока, наконец, не исчезает, то один из его корней также убывает, пока не обра- 
щается вместе с последним членом в нуль. Следует правильно понимать последнюю 
фразу Ньютона; он приглашает убедиться в правильности его утверждения простой 
формальной подстановкой вместо у получаемого выражения. одесь бесконечное продол- 
жение результата является корнем уравнения. С точки зрения Ньютона возможен и 
такой ряд, что суммы, составленные из его членов, не приближаются как угодно близко 
к его значению’ и тем не менее представляют корень уравнения. 

50. № истории сходимости рядов. Лагранж ! для реального предста- 
вления какой-либо величины при помощи ряда вполне определенно требует ее сходи- 
моети в конце (П {36 с’еПе 30% сопуегеще & $00 ех{тё1ли1 6), т. е. бесконечной 
малости ее последних членов (вернее ‘сказаль, суммы этих члевов). Больцано первым, 
& за ним Коши ? (которому не были извествы неопубликованвые работы этого фило- 
софа) сформулировал условия необходимой и достаточной сходимости рада. Затем Коши 


ПО ити 


1 Оецугез, т. 3, стр. 61.. 
” Соптз а`Апа1узе 4е РЕсое Ро]у$ есЪт1дае 1821, Оецугез, 2 земе, $.3. 
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устанавливает важные теоремы о рядах с вещественными и мнимыми членами. Понятие 
о равномерной сходимости рядов с членами, зависящими от л, устанавливается Зейде- 
лем ! и развивается Вейерштраесом. 


КОММЕНТАРИИ К „МЕТОДУ ФЛЮЕСИЙ< 


51. Виды. Вполне ли правилен перевод А!сефга зрее!оза > — буквенная алгебра? 
Конечно, Эрес1ез это — вид, а не буква, но может быть по существу видовая алгебра 
совершенно то же самое, что буквенная? Если бы это было так, то А]сефга зрес1оза 
противополагалась бы не числовой алгебре — А]сефга патегоза, —& цифровой. В елове 
Эрес1ез подчеркивается не обозначение, а общность содержания алгебры. Можно мыс- 
лить видовую алгебру не только как символическую, но и как риторическую, выра- 
жающую не в буквах, а в словах содержание формул. В формуле вроде 

(а-- 6) — а? 946 +62 
буква является скорее характеристикой. Лейбниц следующим образом определяет харак- 
теристику: вещь, которая представляет взаимоотношения различных вещей, с которыми 
легче оперировать, чем с этими вещами. 

Ньютон понимает характеристику еще шире в смысле вообще символов как 
самих вещей, так и их взаимоотношений. Он указывает, что различие алгебраического 
вида и числа состоит в том, что в первом характеристики означают общее — виды, 
во втором же — частные определенные числа; характеристиками в последнем случае 
являются цифры, в то время как в первом — буквы. 


Но, конечно, ничто не мешает буквы заменить другими символами. Вместо 
(а--5)? = а?-- 296 —-5? можно писать: 


(р -- (2) =а»-2а) (2) (2), 
обозначая через (1) первое, = через (2) второе число. 


52. Меркатор 3 и Валлие +. Меркатор в своей „Г.осатто{еермеа“ дает 
впервые разложение 


> 


вая — ... (1) 
о 


Если привести вычисление логарифмов к квадратуре, т. е. в определению пло- 


щади, & последнюю к интегралу в современном смысле, то вывод формулы (1) сводится 
к разложению ` 1 


1 а 0 —@... 


и почленному интегрированию 


С с 


аа * о . а? 3 а! 
| га | (1 — аа — а .. аа Ра 44.) (2) 


0 0 


1 Аба 1иогеп дег Миосвепег АКадепуе, т. 2, 1848; Озё\а14’з КаззЩег, № 166. 
3 Тчеп, ш абеш апа]1уйсет [засосе, 1591 и другие его работы; Д. Мордухай-Болтовской. 
Первые шаги буквенной алгебры, Изв. Северокавказского Госуд. университета за 1928. 

3 Мегсолот (Кэлйтаюп), БобагИвтобесьса, 1668; Салцот, т. 3, стр. 51. 


* Таз, АтиЪтейеса обо ога. 
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т. е. к тем операциям, которыми Ньютон пользуется в „Анализе с помощью уравнений 
‘с бесконечным числом членов“. 
1 


Что [ х”ах == т. е., говоря на языке того времени, что площадь криво- 


1 
тр--1’ 
линейного четырехугольника, определяемого параболою у=х”, осью ОХ и ординатой, 


равна знали задолго до Ньютона. 


1 
т-—- 1? 
Валлис находит площадь кривой 


у -на я... а,2“®, (3) 


замечая, что площадь такой кривой сводится к сумме площадей парабол 
71.2 
у=ал 7. 


Меркатору принадлежит идея (получающая дальнейшее развитие у Ньютона) сведе- 
ния | (1) Е сумме бесконечного числа степенных функций и оперирования с послел- 
ними так, как с конечным числом функций. Но он получает такое выражение для { (7) 
только делением, располагая знаменатель по восходящим степеням #. 


Так же как получено разложение ‚ можно получить и степенные разло- 


И 
1х 
1 1-- 2х 
1 —ж-- 32 ° 1-57 


жения: 


и т. п. и определить площади кривых: 


(1— 2-Е 322) у== 1, (1-х — 55—72) у=1- 9%. 


Ньютон вместо рациональных дробей берет алгебраические функции общего вида, 
т. е. определяемые уравнением 


= 

У, $; (2) И =0, 

} =0 
где ©,;(12) — целые многочлены от х. Получение разложений по степеням х требует 
особых методов, неизвестных Меркатору и Валлису!. 

53. Видовая арифметика. Для нашего уха выражение видовая (или бук- 
венная) арифметика звучит очень нехорошо. 

Мы говорим буквенная алгебра, а не буквенная арифметика. Но Ньютон здесь 
отделяет главную часть буквенной алгебры, трактующую об уравнениях, от той части, 
которая занимается действиями над одночленами и многочленами. Следует отметить 
что согласно сделанному мной разъяснению я говорю буквенная, а не видовая ариф- 
метика, как требовал бы дословный перевод. 


+ Таз, АтфВт. 101; ею же, ЦосэтИйтобесви1еа в РЬЙ. Тгапз. 11/УТИ 1668; см. также 
Стедоту, Арреп@1си!ат а4 уегал Сто. е% Нур. ОчаЯтга$ агат; М. Мегсафог!15 Опадгафига ефе. в Ехегс!6. 
еотебг1еае; Салиот, т. 4, стр. 68. 


296 КОММЕНТАРИИ 


54. Сложные величины. Сошрехиз — точный перевод „сложный“ — 
слово несколько неопределенное. Ньютон, конечно, разумеет нечто более определенное: 
как под словом „простой“, так и под словом „сложный“, которое я заменяю иногда словом 
„составной“. Простой член (ег! плз) или, лучше сказать, выражение, это — одночлен,. 
составной — не только многочлен, но и выражение, содержащее корни многочлена. 
Простыми выражениями будут, например 


выражениями с составным знаменателем: 


253? 42 У = 
У=—Уург зу. 

„Приведение сложных величин“ по нашей терминологии — это разложение в 
степенные ряды. Но здесь необходимо иметь в виду, что наше понятие разложения 
в степенной ряд не вполне совпадает с меркатор-ныютоновским разложением в беско- 
нечную сумму степеней аргумента. Я туже не говорю о том, что мы это разложение 


| 
поннмаем ве только как формальное, & требуем еще его сходимости. 


Мы всякое степенное разложение берем обычно по целым степеням х или же 
1 


по целым степеням 1”. Меркатор же и Ньютон требуют только актуально бесконеч-- 


ного числа членов вида а2’7, чтобы возможно было потом почленное интегрирование; 


при этом они фактически постулируют возможность такого оперпрования с бесконеч- 
ным рядом. | 

55. Различные формы формулы бинома. Полученный здесь результат 
представляет собой частный случай так называемой формулы бинома Ньютона. 

Доказательства ее нет в этой работе. Оно находится в письме к Ольденбургу 
от 24 октября 1676 г. 1. 

Заметим, что Ньютон не пишет разложение 


т яз (т — 1) 5 


(г 2 = та . ...) 


а указывает только закон образования коэфициентов в разложении (1 — 4?)”. 
А, именно, он говорпт, что коэфицненты получаются через доеспрерывное умно- 
жение членов ряда 
т —0 1—1 1—2 7—3 о т— + 


1 х 2 х 5 4 5 


так что коэфициент при 2? есть 


1 Имеется в настоящем собрании, стр. 238. 
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при 2* есть 


при 26 есть 
т —0 т — 1 т— 2 


——_ И Т. . 
1 о 5 д 


Ольленбург в своем письме к Лейбницу дает формулу в виде: 


И 


т — 2% 
Вор Ре т Ам —в9--——— 09 и т. д., 
& сам Лейбниц! — в виде, близком к современному: 
И 3 ло 9, ___ 73, 
— 7% ——1, 10° —3т2% 1, 2? ——2 м 
2? ? 2рп ИИ зрп ... т. 
рерт прит т ЖЕ @Р | |Р-+Р8 


56. Число знаков при определении приближенного решения 
уравнения. Это темное изложение требует разъяснения. Ньютон получает прибли-- 
женное уравнение 


(А--О, ная, ... а, „)-- (В-РО, 6,6,... 6.) 7-Е (С-РО, сс... в.) 7-Е ...= 


где 4, В, С — целые числа. 
В этом уравнении он должен брать все члены с одной степенью приближения.. 
Пусть 
” =0, Р.Р....Р. Р:... Ри» 
Р;=00< 8). 
От перемножения 


0, 6,5,...6, на 0,000... Р;а ... Ра 
имеем: 


0,000... е.6,... 6. 


2 ет . 


Для того чтобы первый член содержал то же число знаков после запятой,. 
необходимо, чтобы ч-- т ==ё-\, т. е. ==. 
Для того чтобы второй содержал то же число знаков, что третий, необходимо, 


чтобы 
ЕН ч=6-- 26 т. е. 
=\—6 ит. д. 


57. Поправка в таблице. Тот же пример имеется и в`„Анализе с помошью 
уравнений с бесконечным числом членов“; при этом таблички в двух работах отли- 
чаются между собой. В „Методе флюксий“ исправлены цифры во второй и третьей 
строке. Затем в объяснении указывается экономический прием, позволяющий исклю- 
чить лишние цифры в последнем прямоугольнике. 


1 Письма Лейбница Ольденбургу и Ольденбурга Лейбницу, Гезбплг, Ма{Вета%. Зет Цен, т. 1. 
стр. 100. См. тэкже выше стр, 218. 
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58. Место и цифры. Ньютон кружками называет нули. Не все цифры у него 
знаки. Нуль не означает у него члена, поэтому он не является знаком. 

59. „корневые виды“. Перевод термина Брес1ез гаЧ1еа/з$ через „вепомога- 
тельное известное“ был бы очень вольным. Дословно он означает хорневые виды. Такой 
перевод, конечно, режет ухо, но зато означает то, что хочет выразить Ньютон. Виды могут 
быть известные (423е) и неизвестные (ш4еНтКае), и таким образом, если вид, опре- 
деляемый уравнением, представляет его корень, то он — корневой вид. Ниже этот 
термин часто переводится через „буквенный корень“. 

60. Это выражение неясно. Здесь сравниваются не члены с (х, у) между собой, 
3% результиитиы подстановок в эти члены вместо 1) его выражения через 2х, т. е. 


у=аж- ... 

Если член есть’ х”у”, то измерение этого члена относительно х будет не т, 
& ип -—- т. Это и есть прогрессия, о которой говорит Ньютон. 

Сперва выбираются члены только с х (п = 0), намечаются степени, а затем 
` подбирается 1. так, чтобы некоторые члены с у оказались меньше остальных. Если 
такой член оказывается один, то его присоединяют к тому, о котором сейчас говорилось, 
‘если же № оказывается таким, что их будет несколько, то берут их все. 

61. Из истории параллелограма Ньютона. Ньютон только вкратце 
изложил сущность „параллелограма“. Но еще при жизни его параллелограм появляется 
в „Алгебре“ Валлиса в форме письма Ньютона к автору от 24 октября 1676г. Затем 
его комментируют ЁКолеон в своем английском издании „Метода флюксий“ Ньютона, 
Стирлинг ! в комментариях к „Перечислению кривых третьего порядка“ Ньютона, 
Маклорен ? в курсе алгебры; де Гюа 3 заменяет параллелограм треугольником, и то 
же по его примеру делает Крамер *. Некоторое видоизменение правила параллелограма 
дает Тейлор 5. В аналитическую форму он облекается Лагранжем 6. 

62. Мнимые корнит?7. Следует отметить, что это уравнение, будучи шестой 
степени, должно иметь 6 корней, а не 4, как это сказано у Ньютона. 

Для двух оставленных Ньютоном без внимания корней имеем: 


—===У — 3ах. 


Ньютон их отбрасывает, признавая только вещественные корни уравнения. Впрочем 
Ньютон нигде не оговаривается, что & обязательно должно быть положительно. Хотя 


1 би’йто, лпеае фег 1 огапиз Мемющалае, 1711. 

* Мабаитт, А Ттеазе оЁ А]оефга, 1748, стр. 261. Маклорен называет метод параллело- 
грама вторым общим методом рядов Ньютона. 

3 4е Сиа, Озасе 4е РапаЛузе 4е Пезсатфев, 1740; о нем Салоу, т. 3, стр. 5711. 

* Статех, Пихоаисйоп & Гапайузе дез Непез соитЬез а]е6г1щез, 1750. 

5 Тауюг, Меёповаз шсгетешотит, ргор. 9, 1715. 

6 См. также, Казтег, АШалпеветипае дег Апа]уз1з епаНсВег Стбзве, 40% шееп, 1744, стр. 469; 
5. айтйет, Уегпузещ{е Отцегзисвап?еп таг безссвфе 4ег Мабветайк, [,е1р742, 1876, стр. 136 — 
181; Ве{Р, дезсысЪ%е 4ег ппепаНсвеп Ве!Ъеп, стр. 35—57; Саот, т. 3, гл. 81, стр. 101. 

т Мнимые корни перестают быть невозможными решениями и подвергаются исследо- 
ванию у Даламбера; см. Нзбойге 4е 1’Аса4. Че ВегИи, 1746, стр. 168 и В6Йех10пз зиг 1а самзе 
о6пега]е 4ез уепёз, 1746. 
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Ньютон ! и подчеркивает в одном своем письме, что в противоположность Лейбницу 
он буквы считает как положительными, так и отрицательными величинами, но здесь 
он мыелит, как другие. Если а< 0, то придется как раз, наоборот, признать те корни, ` 
которые Ньютон отбрасывает, и отбросить те, которые он принимает. 

63. Корень и нуль функции. Ньютон часто называет корнем не решение 
уравнения [ (2) =0, а то значение х, которое обращает в нуль /(х), т.е. то, что мы 
называем нулем функции. Это, конечно, настолько же нехорошее выражение, как и то, 
которое употребляем мы, когда говорим: „рациональная дробь с кратным корнем зна- 
менателя“. 

64. Лучше сказать — „те степени“, которые не должны войти. 

65. Здесь налицо полная аналогия с указанным выше правилом решения число- 
вого уравнения (см. комм. 18). Предоставляю самому читателю провести доказательство, 
заменяя уравнение (1) (комм. 18) следующим: 


а... НЯ ..) т (е-Р ...) 7-4... =0. 


66. Ньютон говорит об „извлечении“ корня как из числа, так и из уравнения. 
Мы же говорим: „извлекать“ корень из 2 и „определять“ корень из уравнения. 

67. Мнимые и невозможные числа. Ньютон говорит не „мнимый“, 
а „невозможный“ (Ппрозз№Ш5) корень. В область чисел он не вводит мнимые числа 
и, не признавая поэтому мнимых решений, считает их невозможными. 

Вардан считает отрицательные корни Йсёае — искусственными, & мнимые невоз- 
можными. Этот термин совершенно исчезает, когда комплексные числа получают 
полное право гражданства в алгебре. Большое значение здесь имел Даламбер с его 
первым (впрочем, не строгим)$ доказательством существования у алгебраического 
уравнения корня формы р--аИ —1:. 

68. Деление корня. „Делю корень на 4“ — сокращенное ньютоновекое 
выражение, означающее: „перехожу к уравнению с корнем в а раз меньшим“. 
Операция эта часто употребляется в современной элгебре. 

69. Разложение по степеням (5— а). Ньютон здесь и ниже приходит 


.. 1 
к разложению алгебраической функции по степеняи (х— а) и —. 


В формуле Маклорена ? 


Ру НТА оу... (1) 


Г (0) или [’(0) могут оказатьея мнимые, но в формуле Тейлора 
Ро = Г (а) + @— а) + м... (2) 


Г(а) может быть вещественной. Если [ (2) — функция вообще вещественная, то всегда 


можно подобрать такое а, что операции Ньютона будут протекать в вещественной 
области. 
—____———ъъ 
1 См. Сатог, т. Ш, стр. 585—581. 
"О формулах Маклорена и Тейлора см. также комментарий 248. 
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Ньютон предполагает, что в разложении” (2) [(4) =0. Ноэтому он принимает 
разложение (2) только для корней уравнения [ (а) =0 и определяет число возможных 
решений числом вещественных корней этого уравнения. 

70. Когда Ньютон говорит „т@аейпИе таспта“, то это следует понимать ве 
в смысле актуально бесконечно большого, но и не просто в смысле очень дольшого. 
Это неопределенно большое в том смысле, что оно должно быть велико, но как 
велико —это остается неопределенным; границы определяются смотря по обстоятель- 
ствам. И здесь смутно чувствуется необходимость точно установить границу х как 
для сходимости, так и для степени погрешности при вычислении с помошью раз- 
ложения. 

Теория бесконе®ных рядов ставит три проблемы: 1) формального разложения, 
2) доказательства сходимости, 3) определения степени погрешности при вычислении 
с помощью определенного числа членов. 

Ньютон разрешает первую задачу, но не выводя общей формулы, каковой 
является формула Тейлора-Маклорена. Второй задачи он не решает. Он подходит 
к третьей и чувствует необходимость ее решить, но решения не дает. 

71. Переменное и неопределенное. Большое затруднение предетав-. 
ляет для перевода слово шаейпва, которым обозначается х. Мы говорим, что х 
перемениое. Но у Ньютона нет переменного в нашем смысле. Вее у него меняется 
во времени, универсальным переменным у него является время. 

х——это буква, которая заменяется различными числами, или, вернее, может 
быть ими заменена, как только начнет течь во времени. Покуда этого нет, х остается 
неопределенным. На первый взгляд кажется, что это совпадает с новейшим взглядом 
на 5х, при котором х мыслится как символ множества (значений 1). Общее только 
В ТОМ, ЧТО и там и злесь х мыслится не динамически, а статически, в неподвиэю- 
ности. Но по существу расхождение здесь глубоко. 

В первом случае х берется до своего изменения, причем пзменение это внолне 
определенно; оно непрерывно [проходит через все значения, все возрастая или все 
убывая и при этом веегда равномерно. Во втором случае никакого изменения нет. 
Есть только вполне определенное бесконечное множество, которое может быть весьма 
различным. Континуум является только весьма частиым его видом. | 

72. Формула Лагранжа !. Если прием Ньютона, т. е. переход от х 
к х—а должен привести к формуле Тейлора, то эти приемы можно расематривать 
как содержащие в самом неразвптом виде мысль, положенную в основу известной 
формулы Лаграгжа: 2 =х-- (2) 


вое т Коготь РФР 


{7 4” 
=... У Пр ти ГОР (а ]--.. 


т Н1зоте 4е ГАсайвеиие де Веги. 1768, стр. 251; Гадгапде, Оелугез, т. 3, стр. 25. 
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73. Разложение и мнимые значения функции. Эти рассуждения 
Ньютона очень интересны. Если }(х5) существует, то 


(а) = рае... (1) 
Когха же /(5) не существует, то и--а,х-Г а52?... имеет определенный смысл, но 


а 
только уже не может быть / (2), ибо } (1) нет. Если { (2) имеет максимум для х = —5`› Рав- 


ный Л, то для. тех значений х, при которых а,--а,х -- а.2?-- ... оказывается 
больше Д1, разложение уже неправильно. 
Если же само разложение мнимое, то (1) теряет смысл. 


Ньютона не смущает то, что при х> а корень Уах— хх мнимый, а разложе- 
ние вещественное, но дает со, не смущает, ибо если функция мнимая, то и весь 
вывод разложения отпалает. Но при постепенном отвоевании за комплексными числа- 
ми прав на те формальные операции, которые производятся над вещественными, это 
обстоятельство должно было явиться одним из тех парадоксов, поиски разрешения 
которых неминуемо привели к теории сходимости рядов. 

14. Роды движения у Аристотеля. Термин- лохальнос или местное дви- 
жение совершенно вышел из употребления. Аристотель понимает лвижение в очень 
игироком смысле и движение в обычном смыеле, которым занимается механика, 
является только одним из его видов. Именно, Аристотель 1 различает три рода дви- 
жения (хууо«), которые мы назвали бы просто изменениями: 1) изменение места, 
(ошра,), 2) изменение величины — увеличение и уменьшение, 3) превралщение (&^Лошз). 
Первый род движений по схоластической терминологии 2 называется локальным дви- 
экением. Декарт движением называет движение в нашем смысле и определяет его 
как перенос тел из соседетва непосредственно прилегающих тел, которые мы счи- 
таем находящимися в покое, в соседство некоторых других тел 3. 

15. Проблемы первой ступени. Ньютон все геометрические проблемы, 
решаемые анализом, сводит к механическим и, таким образом, веякую проблему рас- 
сматривает во времени. | 

Можно сказать, что его основные проблемы бывают двтх ступеней. В конечном 
итоге проблемы первой ступени — чисто механические: это определение скорости по 
пройденному пути, и обратно — пути-по скорости. Производная, которая у Ньютона 
является флюксией, прежде всего есть скорость локального движения. 

716.'Время т Ньютона*. Ньютон мыслит х не как изменяющееся незави- 
симо, а как изменяющееся в зависимости от изменения 1. Он еще не в состоянии 
мыслить изменение, отвлекаясь от времени. Время у него единетвенное независимое 
переменное. Течет время {и вместе с ним изменяются и тг. БВеякая величина рае- 
сматривается как произведенная во времени. Величины могут изменяться различно 


1 Аллятое!ез, е4. 0190$, Меарууз., 1. 7, с. 2, 1.8, о. 1, 1. 9, е. 11, 12, Рвуз. 1.1, с. 1, 1.8, е.2. 


- Например, Глотах Афинаи$ или биагег. 

$ Оезсате;, Ретецриа, 1. 2. 

+ См. №енюп, Рилейла („Математические начала натуральной философии“, пер. А. Н. 
Крылова, стр. 31. опт. 8). 
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с течением времени, одни — скорей, ‘другие — медленней. Чтобы судить об этом, мы 
должны, измерив пройденные в одно и то же время пути, сравнить их между собой. 
При этом единственный способ измерения времени — это равномерное движение. Но 
что такое равномерное лвижение? Если ответить — то, при котором в равные про- 
межутки времени проходятея равные пути, — то мы будем вынуждены постулировать, 
если не измерение этих промежутков времени, независимо от движения, то хотя бы 
установление их равенства. 'Ньютон, видя это затруднение, определяет равномерное 
движение, как движение с одинаковой во все время скоростью. Скорость — это простое 
неразложимое понятие, характеризующее движение. Наряду с текущим временем он 
мыслит и равномерно изменяющуюся во времени величину, его измеряющую. Ско- 
роеть х Ньютон предполагает для простоты равной единице, хотя она могла бы быть 
любой постоянной величины. 

77. Исключение времени. Математики постепенно освобождаются в ана- 
лизе от времени. Мако! определяет переменные как такие, которые, не подвергаясь 
никаким другим изменениям (т. е. очевидно качественным), возрастают или убывают 
моментальными степенями (сталз). 

Здесь резко выступает ньютоновский момент, который имеется и у Вариньова 2. 

Аньези 3 говорит, что переменные величины—это те, которые способны возра- 
стать и убывать и которые мы воображаем текущими, и которые некоторым образом 
производятся непрерывным движением. 

Ла-Кунья * из определения переменного совершенно исключает не только 
время, но и непрерывность. Он говорит, что если олно выражение принимает больше 
одного значения, между тем как другое принимает только одно, то последнее назы- 
ваем постоянным, а первое переменным. 

Наконец, по Алюгелю-Мольвейде переменная — это всякая величина, рассма- 
триваемая так, что она может принимать любое произвольное значение, которое 
можно произвольно заставлять убывать и возрастать. 

Здесь действительное изменение уже заменено только возможным 5. 

78. Ньютон и Кавальери (неделимое и время). Для поясневия 
сущности неделимых нет необходимости останавливаться на различных проблемах, 
разрешаемых Казальери. Достаточно привести известное доказательство Ёеплера 
теоремы Архимеда о площади круга, чтобы понять, в чем состоит этот метод. Чтобы 
доказать, что круг равневелик треугольнику с основанием, равным окружности, и 
с высотой, равной радиусу круга, Кеплер Т делит окружность на бесконечное число 
элементов и, соединяя точки деления с центром, получает бесконечное число беско- 
нечно малых секторов. Если секторы а,Оа, а.Оа. и т. д. бесконечно малы, то они 


Масо, Са]сяЙ @НетепИаИз её шфестаЙ5 шей байЙо, 1763. 
Тачдтоп, Ес]а1гс1ззещет4$ заг ГапаЛузе дез 1пЙптет® ре, 1125. | 
Адпезу, Тга 46 6]6тепфайте де са]со1 1 6теп е] её 4е са]си| 11462та], Раг!$ 1155. 


Ситйа, Рупе!рез 4ез шабЪ6шай1ачез (франц., пер. се португальского издания, вышед- 
шего в 11871). 


5 Кое, МабпетайзеВез У\/бееграсв, 1831, У, стр. 7115. 
6 Д. Мордухаи-Болтовской, Шесть лекций по философии математики, Варшава, 1912. . 
? Кешегм Моуа зфегеотефа боНогит, Орега, 4, стр. 531. 


> 
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представляют то же самое, что бесконечно малые треугольники с высотами, равными 
радиусу круга А, и основаниями, равными бесконечно малым элементам окружности. 

Проводя 6.С | 6.6, причем 6,С = В, отвладываем 6,5, = 4, 6.63 = а-а,. Тогда. 
треугольники 6,С6., 6.СЬ. равновелики 4.Оа, а›Оа. и площадь круга равна площади 


треугольника (С06., т. е. т, где [Г — длина окружности (фиг. 2). 


Таким образом в этих математических атомах, на которые разбивается непре-- 
рывность, исчезает различие форм. Здесь, конечно, чуветвуетея отражение метафизи- 
ческого учения Николая Кузанского 1 
о совпадении противоположностей 
в сфере бескопечного и бесконечно 
малого. Ь В, В, В, 

То, что у Кеплера носит слу- 
чайный характер, у Кавальери, 
отожествлявшего бесконечно малую 
криволинейную трапецию © прямо- 
угольником, обращается уже в 0б- 
щий метод. 

Против метода неделимых 
выставлялись возражения °?, причем во всех этих возражениях Кавальери припи- 
сывают отожествление элемента площади с линией в эвклидовом смысле 3. Так, 
указывалось, что подобными рассуждениями можно доказать, что длина полуокруж- 
ности ВЕС равна диаметру ВС, ибо, если вообразить себе параллельные прямые, 
на которые согласно Кавальери делится плоскость, то мы будем иметь на прямой 
ВС ровно столько же точек, как на кривой ВЁС (фиг. 3). 

Но Кавальери находит путь, который обещает дать 
защиту от этих нападок *. Это — кинематическая точка зрения, 
на которую более определенно вступает Ньютон и согласно 
которой площадь оказывается не состоящей из прямых, 
& описываемой прямыми, объем — не состоящим из плоскостей, 
а омнисываемым плоскостями. Но описание в конечном итоге Фиг. 3 
сводилось опять к составленности, как только процесе дви- 
жения начинали мыслить в виде актуальной бесконечности перемещений, совер- 
игенных в последовательные моменты времени. 

Еще до установления понятия о скорости в данный момент (пока не как пре- 
дела, а только как отношения двух актуально бесконечно малых и исчезающих вели- 
чин) согласно воззрению Ньютона, элемент Вавальери уже мыслится как образован- 


Фиг. 2 


1 №Мсоамз Сизапиз, Орега 1565, Глоб, Г1е Ведеибиапг ег Мапеша К ш дег ЕгКепи&1е те 
дез №с0]алз уоп Киаза, ВегИп 1907. 

2 Возражения собраны Клпотте, П1ззег6а о хеот. 4е шебВо91; ехвадз 10115 @ ша ат. 
1695 (возражения Тадиеф и Сета). 

3 Эвклид, „Начала“, кн. [, опр. 2. 

+ См. „Введение“ к „Чеот. 1191130 Пиз". 
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‚ный движением линии или плоскости в один момент времени. „Скорость“ же позво- 
лила выразить этот элемент формулой о-х, т. е. произведением из времени (мо- 


мента 0) и скорости 2. Этот, казалось бы, небольшой шаг вперед от Кавальери 
является моментом первостепенной важности в истории ньютоновой мыели. 

Выгода кинематической точки зрения в том виде, в каком она проявляется 
у Ньютона, та, что устраняется анализ этого неуловимого понятия бесконечно малого. 
Движение дает возможность в широкой степени пользоваться интуицией, & послед- 
няя выдвигает положения, не содержащие в своих формулировках бесконечно малых 
и представляющиеся благодаря своему интуитивному характеру очевидными, хотя 
они могут быть доказаны только с помощью элементов Кавальери, для избежания 
которых и выдвигается этот метод. 

Представляется очевидным, что если линию, описывающую при параллельном 
переносе площадь, увеличитьв 2 или 3 раза, то во столько же раз увеличится и опи- 
сываемая площадь. Если на прямой, подвергающейся параллельному переносу, имеются 
два отрезка, то площади, ими описываемые, находятся в том же отношении, что 
отрезки. В том случае, когда это отношение меняется, то представляется вполне 
естественным эту пропорциональность относить в определенному моменту, т. е. отно- 
сить не к самим величинам (площадям или объемам), по Ньютону флюэнтам, а к ско- 
роетям их изменения, т.`е. флюксиям. 

79. Флюэнта и флюксия. А сохраняю термин флюэнта, а не ставлю с0- 
временный, ему отвечающий термин — функция, ибо ньютоновекое понятие флюэнты 
й понятие функции, не говоря уже о формальном несоответствии, не совпадают п 
в линамическом ‘смысле. 

Флюэнта—изменяющаяся во времени величина, изменения же функции мыслятся 
вне времени. Здесь скорее имеет место возможность изменения, чем действительное 
конкретное изменение. 

Точно таким же образом производная не вполне совпадает с флюксией. 

Кроме того, я сохраняю ньютоновский термин „течение“ величины вместо 
изменения, подчеркивая этим и то, что изменение происходит во времени, и то, что 
оно непрерывно. , 

80. Флюэнта у Кавальери. Слово флюзэнта (Йиетз) встречается у Кава- 
льери !, когда он становится на кинематическую точку зрения, и © помощью дви- 
жения, или течения, точки образует линии, © помощью движения линии —- поверх- 
ности, с помощью вижения поверхности — тело. 

$1. Флюэнта и функция. Я уже отметил, что современная функция — это 
нечто иное, чем ньютоновская флюэнта. Можно сказать, что она имеет двух родите- 
лей: с одной стороны, флюэнту Ньютона, с другой стороны, функцию Лейбница. 

Для Лейбница? и Бернулли 3 функция — это геометрическая величива, опреде- 
ляемая точкой кривой; это — род, под который подводятся как виды и абецисса, и 
ордината, а также подкасательная, радиус кривизны и т. д. Можно сказать, что 


1 Сазайетм, Чеот. пб ав, кн. 2, стр. 8, 9. 
* Асфа ЕгабЦогашт 1694, 1692. 
3 Асфа ЕгааЦогат 1694. 
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функция у Лейбница — это скорее эмбрион функции, мыслимой как соответствие, чем 
‚как величина, изменяющаяея в зависимости от изменения другой. 

Но следует прибавить, что соответствие здесь мыслится не в абстрактной 
«форме, как в понятии функции Дирихле !, а в конкретной форме соответетвия, опре- 
деляемого некоторым построением. 

Можно сказать, что и у Лейбница, как т Ныотона, есть только одно незави- 
симое переменное или, правильней сказать, одно первое множество, в соответствие 
которым приводится второе, это — множество точек на кривой. 

Эта геометрическая функция в конетруктивном смысле естественно превра- 
щается в функцию алгебраическую, как только геометрическое построение перево- 
дится на язык алгебраической формулы. И мы получаем определение функции как 
выражения через ©. 

Не будучи в силах охватить понятие соответствия во всей его абстрактной 
общности, мысль устремляется по пути, указываемому ей Ньютоном, т. е. берет 
вместо конкретного построения, определяющего функцию, возможность одновременного 
изменения положения точки и функции (в лейбницевском смысле) во времени. 

Видимо, только с большим туеилием было изгнано время как посредствующее 
звено, и функцию, определяемую выражением, например Е, стали мыслить не 
как то, что меняется вместе с х во времени, & как то, что меняется при изменении 2. 

Непрерывность функции в эйлеровеком ? смысле, состоящая в том, что изме- 
нение в некотором промежутке функции в зависимости от переменного определяет и 
весь ход ее изменения, является наследием ее, так сказать, эмбриональной жизни 
в идеях не Ньютона, а Лейбница, у которого построение, данное для одной точки, 
являлось и образцом построения для всякой другой. Это понятие непрерывности сыграло 
большую роль в знаменитом споре Даламбераз, Эйлера и Даниила Бернулли * об уравне- 
нии колеблющейся струны, приведшем к следующему этапу в эволюции понятия функции. 

82. Проблемы второй ступени. Флюксия есть скорость изменения, но 
при этом не только в локальном движении. Последнее будет иметь место только 
в том случае, если флюэнта есть пройденное пространство. 

Проблемы, стоящие под римскими цифрами Ти П, уже более общие, чем 
проблемы первой ступени. Но они сводятся к последним потому, что совершенно не 
зависят от того, как понимаются флюкеии, в узком ли смыеле скоростей локального 
движения или в широком ньютоновеком смысле. Все формальные операции, ведущие 
к решению этих проблем, будут те же самые. 

83. Пять эпох в истории анализа бесконечно малых. Фосе 5 раз- 
личает пять эпох в истории анализа бесконечно малых, которые частью наклады- 
ваются друг на друга: 


1Р. Гедеите Пичещеф, Топгиа] Че СтеПе, т. 4, стр. 157 (1829); УетЕе, т. Ь стр 128. 

? Вгипзсмясд, 1ез 6фарез ефо., стр. 325; Ещег, [пфтодас 10 ш АпалувпаНи огл, 1748, т. П,стр.6. 

3 а’А{(етфет, Мбт. де 1’Ас. 4е ВегИп, 1750, стр. 358. 

4 ). Вегпощ, Мёт. 4е ГАс. 4е Вега, 11553, стр. 148; см. Мощифа, Н1з%. дез МафВ., т. 3, 
стр. 612; Вгипзсйолсд, №ез варез ефе., стр. 326. 

5`А. `'Еозз, Епсус1оребйе дег МабтетаНзенеп У\У1взепзеВа ет, П, А. 2, ОНегеп На ипа 
Пуестатесвоипе, стр. 58. 


20 Зак. 3996. Ньютон. 
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1) Зарождение анализа бесконечно малых в связи с проблемой квадратур, постро-- 
ением касательных, обратной задачей о касательных (1600—1668 гг.). 

2) Теория флюксий Ньютона (1642—1727 гг.) и диференциальное исчисление 
Лейбница (1646—1716 гг.). 

3) Формальное развитие анализа бесконечно малых Иоганом Бернулли (1667—. 
1748 гг.), Эйлером (1707—1783 гг.) и Лагранжем (1736—1813 гг.). 

4) Логическое обоснование анализа бесконечно малых Коши (1789—1857 ТГ. ). 
се помощью теории пределов, частью обоснованной д‘Аламбером. 

5) Арифметизация авализа, начиная с Римана (1826—1866 гг.). Развитие поня- 
тия определенного интеграла, в связи с общим прогрессом физики (Вейерштраес, 1815— 
1897 гг.) и теорией множеств (Дюбуа Реймонд, 1831—1879 гг. и Георг Кантор, 
1845—1918 гг.). 

84. Правила Ньютона. Здесь опять встречается обычный прием Ньютона: 
даются 1) точно формулируемое правило, '2) поясняющие его примеры и 3) доказа- 
тельство, приводящееся всегда в конце. 

С формальной точки зрения, отрешаясь от внутреннего его содержания, нахож- 
дение флюксии сводится просто к нахождению производной, так как отношение: 


| 
й, которое ищет Ньютон, еводится к 
ия 


ау 
4 ау. 
ах а 
4 


85. У Ньютона нет других формул, кроме 
(т) =”. (1 


Нет у него здесь формул производной произведения, дроби и сложной функции. 
(В „Математических началах натуральной философии“, впрочем, дается формула для 
момента произведения.) Что производная суммы равняется сумме производных сла- 
гаемых — представляется ему совершенно очевидным. Основное правило Ньютона это: 
не что иное, как правило определения производной полинома [(х, у).по & когда х, 
у суть функции от # (Гу него время). Мы будем писать, если 


Г (5, у) = 23 -|- 442 -аху — 3 = 3 (2) 
что 
Ш и 
"НЯ, (3) 
где 
д В 
Г 319 Г од Зи°. 
2 342 —- За - у, бя ах — 3у 
0 „0, 
Ньютон предлагает находить эти 5. я Зи следующим образом: члены с 43, 
у д" . / 9 / / 0 
27, х, 20 умножаютея на 23 , 2 г. 9. а Члены е 52, у, 90 на У У. —. 
и ’и’х у’у’Уу 
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Следует обратить внимание на то, что Ньютон в своем правиле говорит не 
об определенной арифметической прогрессии 3, 2, 1, 0, а о какой-нибудь вообще. 
Возьмем вместо 


(а, у) = в (уда а, (у) а" "-...а,() 


Г (2, п— ива | _ 
в и (уа "На, (у) -2 " "-..-а,(/) = ", 


х 
яс И р 
но, что для определения -_ 2’, где Ё! = -2› приходится умножать члены на 
(п— Ах (п—ЁЕ— ух’ 057 Ех’ 
ОЖ о о. е9 т *'°*”? о д` 


86. Функции от нескольких переменных!. Для Ньютона не суще- 
ствует функций от двух переменных. Две изменяющиеся во времени величины х, у 
зависят друг от друга. Если изменяется еще 2, то 2 завиеит отхи поэтому между 
х, у, 2 всегда мыслится, кроме данного, еще другое "соотношение, и ‘если оно не 
задано, то его следует составить, чтобы задача оказалась определенной. 

Задачи с тремя переменными ху, у, 2 у Ньютона веегда являются зада- 
чами 06 определении производных неявных функций, определяемых системой 
уравнений. 

81. Ньютоновская 'полстановка.' Здесь замечается уже определевный 
прогрессе в ставнении с „Анализом с помощью уравнений ит. д.“. Я сказал, что Ньютон не 
пользуется формулой для производной сложной функции, но обходным путем он а- 
ходит производную сложной функции. 

В примерах Ш и 1У Ньютон уже не остается пти своем примитивном способе 
решения е помощью разложения в степенной ряд*и диференцировании ряда. 

Основная идея Ньютона в примере Ш состоит в приведении одного уравнения 
иррациональной формы к двум рациональным и, таким образом, к задаче примера П. 

Пример ГУ мы решали бы так: 


ея) — ау +, г } —=(У ау 2?) — (12) Уву- 2 =0, 


а--у 
причем 
уз тии, 
а--у (а у) 
—— А си -- 2х 
[и 2? — ——_ о. 
(Уву-| 22) су 


Но Ньютон не имеет ни формулы для производной дроби, ни формулы для проив- 
водной сложной функции и находит такой выход. Он вводит две буквы 2, и, полагая 


Ь 3 о ьаннициииньчыникь ®> 
а = У, ту ау-- сх ==и, и приводит уравнение к системе трех уравнений. Ньютон 
ау | 


` 


1 А. Оитам, ВесЪегсвез эаг 1ез сопгев & доцЫе соитЬате, 1731; см. Саимот, т. 3, стр. 178 
и след. 


20* 
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—2, Уау- 2? = и; тогда он получил бы уравнения 


р | 
мог бы положить 
ау 
23 — 01}? —- 6уЗ2 — ди = 0, 
аг —-у2 =1, 
ау 24° — и? = 0. ° 
Первое дало бы 
5312; — Зауу-Р ЗЬу?гу -- 6/32 —Эжид — 22и = 0; 
а последние 
а2 -- ауг г ауг =0, 
а -- 2ах — Эниё = 0. 


Эти уравнения позволили бы выразить 2 через у и % через х, у. Выкладки при этом 
оказались бы проще, чем у Ньютона. 
‚ 88. Весц|1а 11Ёа5а! и Ньютон. По вуществу всякий метод подстановки, 
в частности ньютонов, представляет применение Веси]а Раза, сводящегося к замене 
одного неизвестного х другим 1 и к приведению задачи к 1) определению у и 
2) определению по у значения т. Этот метод, как метод алгебры, впервые выетупает 
у Абраама ибн Эзры. Уравнение 
(аа) (2—4) = (1) 


‚) 


ибн Эзра рентает (если ввести современную символику), полагая 
1 % 
х—— 1—4 =, (2) 
э 
что приводит уравнение (1) к более простому 
1 
и— щи = 20, (3) 


которое уже нетрудно разрешить. 
У Лейбница подетановка играет больную роль, чем у Ньютона. Если Ньютон 
всегда чаще склоняется к Веги]а #а151, то Лейбниц чаще идет по птти Неа 1134. 
Конечно, диофантовы 2? методы основаны Именно на этом втором. принципе. 
Метод решения квадратного уравнения 


а? фе с =0 
с помощью данной ВБиетой ° подетановки у=т--у может быть отнесен сюда же. 
Наконец, этот принцин находит наибольшее развитие у Чирнгаузена 4. 


` Маёмезвен, ОтапатАееп 4ег апЫКеп ип@ тшодегпеп А1еерга ег НИегаПеп СЛеесвапсеп, 
Г.е1р7й5 1880; Д. Мордухай-Болтовской, Две основные методы решения уравнений, Известия 
Сев.-кавк. гос. унив., 19:8, т. 3 (15). 

"См. Самот, т. 1, стр. 438. Там же указания ва издания Диофанта. 

3 Узеа, Ое аедиаюопат гесоспопе еф етепдаюопе, см. Салёот, т. 1, стр. 634. 

* Сатот, т. 3, стр. 112, Переписка Чирнгаузена с Лейбницем; Тефтлг, Мабеша$, 
ЗсптЩет, т. 4, стр. 423. В истории подстановок большое значение имеет пётодасНо 1а Апа- 
}уза шЯоЦотгат Эйлера. 
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От х=т--у естественно перейти к подстановкам 
22 = пп У, (4) 
д та перу 


для решения уравнения 43-- ал? -ф-с =0. 
Последнее приводится тогда к уравнению 


у3-- РР--9У-Е В = 0, (5) 


т, п определяются из уравнений Р—=0, @ =0 (первой и второй степени), так что 
уравнение (5) сводится к двучленному 
}--В==0. 
89. Нрямая задача о касательной и прямая задача о пло- 


щади. В этом примере обе прямые задачи скомбинированы так. Следует найти у” 
из уравнения 


Г(х, у, =) =0, (1) 


в котором 
== / Уаз, где (5х, У) =0. (2) 


Мы здесь не видим никаких затруднений; уравнение (2) предполагает разрешение 
У = в (2). 


Затем в (1) вместо = подетавляем / ® (2) ах. Из уравнения 


Га (2, у, / “в (х) ал) — 0 (3) 


и определяется у’ через г. Но мы сейчас же поймем затруднение, если обратим вни- 
мание на то, что { и ® у Ньютона обязательно функции алгебраические. Опре- 
деление у’ из (3) — это диференцирование неявной трансцендентной функции. 

У Ньютона етавитея задача о выражении 1’ алгебраически не через х, а 
через х, 1/, 2. Уравнение т дает: 


=, 


т 
затем, соглаено (2), 


и, наконец, 


бя (4) 
замена У на ®(5) и дает решение. 
90. оио-х. Я опять подчеркиваю отличие настоящего сочинения от „Анализа 
с помощью уравнений“. Там о есть момент величины х, теперь о момент времени. 
о.х обозначает. момент времени, умноженный на скорость величины 5. 
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91. Обоснование формальных операций теории флюксий. 
Ньютон ведег свое доказательство на числовом примере, предполагая, что читатель 
прекрасно понимает, что вывод не зависит от того, какой полином от <, у берется. 

Здесь интересно отметить, с какими страшными усилиями приобреталаеь способ- 
ность мыслить теми общими понятиями, которыми мы оперируем теперь так свободно. 


Хорошо здесь вепомнить другой пример из истории эйлеровской подетановки. 
ах 


У а?’ 


и т. д. к интегралам от рациональной дроби. Собственно говоря, 


Математика, еще задолго 1 до Эйлера додумалась до приведения [ 


ах 
— ПУ а 
эйлеровские подстановки были известны еще до Эйлера, но формулировал в общей 


форме их только Эйлер %, который первый начал мыслить интегралы не только совер- 
шенно определенных выражений, но и общих схем: рациональной функции от хи 


7% Пт 
Ыд— ®› ы а, Ь 
Уа2?-- 55 --е, рациональной функции ‘от хи ИЕ и т. д. 


Причиной того, что Ньютон не дает общего доказательства своего правила, 
является отнюдь не желание принести в жертву строгость доказательства его про- 
стоте. Для приведения общего доказательства Ньютону пришлось бы пользоваться 
общим полиномом 77-й степени относительно х и п-й относительно у и, заметив, что 
флюксия суммы есть сумма флюксий слагаемых, находить флюкеии 


Ау’. (1) 
Заменив хи 9/ через хо. хи у-то-ч, он получил бы 


А(&-о- 2)". (у-Но- у)" (2) 
ий должен был бы вычесть (1) из (2), для чего необходимо было бы использовать общую 
формулу бинома, которой он в своем доказательетве не пользуется. Затем по разделе- 
нии на с и отбрасывании членов со, 03 и т. д. получилея бы желаемый результат. 

Ньютон в своем доказательстве берет только случай целых степеней х и у. 

Но его правило вовсе не требует этого ограничения. Вак же провести дока- 
зательство в случае дробных степеней? У Ньютона нет прямых указаний на это. 
Конечно, наиболее естественным будет прием, основанный на том, так сказать, бес- 
церемонном обращении с бесконечными рядами, которым пользуется Ньютон, т. е. за- 


мена х на х--о-х в разложениях дробных степеней. 
Но следует думать, что сам Ньютон предпочел бы споеоб подстановки в сле- 
дующем виде. Дано уравнение 


ЗУ —4И му =0; (3) 
Их = , УИу=#: (4) 


1 См. Гой. Вегноил, есМопез шабвештаесае 4е ше{Водо И\езтаНат, 1148 и ВоидаияШИе, 
Гга1$6 да са]см] 1п66ота], 1152. | 
> Ищет ШзИиопез Са]еаИ Тпбегтаз, т. Т, 1468. 


положим 


< 
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тогда (3) заменитея следующим: 


З2и — 4223 5 —0, (5) 
откуда | 
Зиг’ — Ваи32’ 32’ — 122234" -- 6/5у’ ==0. (6) 
Далее: 
3222’ ==’, Зи’ = (7) 


Остается произвести замену 2, и, 2’, ч’ их выражениями через х и у. Предлагаю 
‚самому читателю от этой современной формы выражения перейти к ньютоновской. 

92. Начало интегрирования диференциальных уравнений. 
Еели содержанием первой проблемы является разыскание производной и при этом 
главным образом неявных функций, то настоящая проблема трактует 0б интегриро- 
вании диференциальных уравнений. 

Таким образом общая проблема интегрирования уравнений, как ни странно, 
ставится раньше, чем проблема об интегрировании функций. Первую Ньютон не ста- 
раетсея привести кво второй, а ищет общее правило разрешения первой и прежде 
всего определения у из уравнения 

М-Н Му’ =0, 
где М и М полиномы от (5, и). 

Посмотрим в первую очередь, что собой представляет частное решение, которое 
Ньютон предпосылает общему. Это решение, производимое действиями, обратными тем, 
которые Ньютон производил при определении у’, через х, у, вполне годится в случае 
‘так называемого отделения переменных, т. е. для 

М (2) аз -- № (у) ау==0; 
мы тогда имеем 


Гм (®аг-- Г уфау=С. 


Но если этого отделения переменных нет решение вообще не сводится к интегриро- 
званию М по ти М по 4. 

Чувствуя необоснованность своего частного метода, Ньютон предлагает выводить 
получаемый результат с помощью диференцирования 1. 

93. Принцин однородности. Виета признает только однородные выра- 
жения. Рвадратное уравнение при пользовании напгими символами он записал бы 


в виде: 
22 - рг = 42 =0. 


Все члены должны быть одного измерения, измеряться теми же единицами. 
Нельзя писать 2”--2г, так как нельзя складывать квадратные меры с линейными. 
В этом и состоит принция однородности ?. Но его нет уже у Декарта 3 и у Ньютона. 


1 Такое же интегрирование производит и Ньювентит, ем. №еиюепи, Апа]уз пНпцогат 
1695, стр. 132. 

2 [ех Вотосепеагит у Уз, ш аг{ет апа1у сем [засосе, 1591, стр. 5; Вепщаи, Атз ап1уйса, 
1644; моя етатья „Первые шаги буквенной алгебры“, Изв. Сев.-кав. гос. ун., 1998, т. 3 (15); 
Мате, Нзоте 4ез зс1епсез та бтаИацез её рвуз!ацез, т. 3, стр. 9—19. 

3 Дезсаез, авотёбте, 1631. 
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У Лекарта 2? вовсе не площадь квадрата со стороной, равной т, а определенным 
образом построенный отрезок, и нет ничего невозможного в сложении одного отрезка, 2? 
с другим х, 23? — такой же отрезок, как лбу, и 23/2 можно складывать с 22у. Далее = 
становится таким же числом, как 2, и, конечно, тогда’ исчезает из алгебры всякое 
воспоминание о требованиях однородности. 

Но у Ньютона выступает другой принцип однородности. Относительно 2, 
уравнение ‘может быть не однородным, но оно должно быть однородно относительно 
флюксий. 


Собственно говоря, уравнения р. + 22у — аа == 0 не может быть, если не 
мыслить при х множителем 2, а при алх множителем 22. 


длина 


. Ньютон прибавляет, что 2` 
время 


Теперь х уже не линия, ее измерением служит 


можно положить равным 1 (единице скорости). 
Отсюда можно видеть, насколько еще далек Ньютон от полной арифметизации.. 
Когда мы пишем 
1-2” — а? =0, 


у нас 1х, 9, а, ад? все суть чиела; у Ньютона флюксия во всяком случае выра- 
жается единицами скорости. 

94. Метод интегрирования диференциальных уравнений. 
Первый момент общего метода Ньютона! интегрирования диференциальных урав- 
нений (в нашем обозначении) 


Г(х, у, У) =0 (1} 
состоит в 1) ренении этого уравнения относительно 1/”, т.е. в приведении его к виду: 
у’ == (а, У), (2) 


2) приведении второй части к бесконечной сумме простых членов Аж”у’, т. е. 
уравнения (2), к виду: 


Г = У Аз” уп, (3) 
3) нахождении степенного разложения 
— 
У— № ад”, (4} 


удовлетворяющего бесконечному уравнению (3). 
95. Типы уравнений Ньютона. Ньютон различает три роха уравнений: 


В Аа, г) =... ‚ Р(х, х, у) =0, 
2) Г(м, у, у) =0........ „Р(а, у, , у) =0, 
3) Г (т, 1, <, у’, 2’) = ИО ИНИИ (т, И, 8, 2, 9, 2) = 0. 


Для первого уравнения мы по методу Ньютона получаем у’ в форме степенното, 
разложения, и все сводится к интегрированию суммы степеней по правилу Ньютона. 


1 0б интегрировании диференциальных уравнений у Лейбница см. Ге та, Мад\ ета. 
эевтЩеп, т. 5, стр. 285—288; Сажщог, т. 3, стр. 213. 
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Зхесь важно отметить, что Ньютон вообще занимается нахождением не общих, 
а частных интегралов !. Кроме примера ГУ, у него нигде не появляются произвольные 
постоянные. Яеного представления об общем интеграле у Ньютона нет. Он не рас- 
сматривает всей совокупности интегралов при всевозможных значениях 65. Но бес- 
конечность числа решений, соответствующих различным 6, им вполне сознается. 
Правда, он очень нехорошо выражается, говоря не о числе рещений, а о приемах 
решения уравнения, как будто бы дело шло об одном решении, полученном беско- 
нечным числом способов. См. также комментарий 99. 
96. Интеграл уравнения 1/’=5(5, у) при неголоморфной < (4, У). 
Ньютон получает из уравнения 
Г(а, у, у) =0 (1) 


И = (т, у) (2) 


и представляет $(х, у) суммой конечного или бесконечного числа членов А5”у”. Но 
аналогии с уравнением 5’=2(5) он ожидает встретить затруднения в том случае, 
если т или п» равняется —1, и предлагает избегнуть, этого преобразованием 


у -Нь аа. (8) 


Уравнение (2) приводится к виду: 
у’ = У Ва" у, (4) 


где т изм уже не равны —1. Такое уравнение Ньютон называет подготовленным. 

Мы скажем теперь, что уравнение (2) может при неголоморфности © (х, 1/) не 
иметь голоморфного интеграла, даже более того, разлагающегося по степеням х около 
точки (0, 0); но существует точка (а, 6), для которой о(х, у) уже голоморфна и голо- 
морфен также интеграл ®. 

97. Способ неопределенных коэфициентов. Можно ли метод 
Ньютона считать, как это делает М. Кантор 3, способом неопределенных коэфициентов? 
Можно ли излагать интегрирование диференциального уравнения 


и =1—з5-Ну-бае-Н зу 


уравнение 


следующим образом: 
Нолагаем 
у = А х- 4. А... 
ИА, Аж ЗА ..., 
2) = Аж-- А 4 - Аз А --..., 
А 245% - 3.4.42... -=1—32- (А, Аж Аж...) 


Тогла 


1 Даже у Иоганна Бернулли обычно в решение не входит произвольная постоянная. 
См. его ГесИопез тадЪ. де теб. пщеот. (нем. пер. под названием „Пе Ег5бе Пцеотайтесвпииих“ 
в 05$. КДаззкет). 

2 См. основную теорему Коши аналитической теории диференциальных уравнений. 

3 Сатот, т. 3, гл. 89, стр. 173; 77 еззбепфотп, Ге Рипееп 4ег ВбВегеп Апа1уз1з, 1856, стр. 86—39. 
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‘Отсюда получается, что 
А, = Ао 1, 


ОА —= ЗАРА, 


ЗА: = А. 1 4, 
и т. д. 

Из этих уравнений остается выразить А., А4.... через Аз, и мы получим общее 
решение уу, зависящее от яроизвольного постоянного А’. Различие этого приема от нью- 
тоновекого не только в том, что у Ньютона нет произвольного постоянного, не в том, 
что он упорно стоит при условии х==0, у=0. Различие глубже. Способ неопреде- 
‚ленных коэфициентов всегда постулирует определенную схему, в настоящем случае 
разложение по целым степеням. Ньютон же действует вовсе не постулируя этой схемы, 
Жак при решении числовых или буквенных алгебраических уравнений. 

Его мысль такова: Он берет ириближениое диференциальное уравнение, полт- 
ченное отбрасыванием членов 34, 1/, хх, ху, т. е. травнение 


Г =1. 
Последнее дает у==х. Полагая у==х--2, он находит, что 


2’ —= — 3—6 (2) аа х(2— 2), 
г —= — 21-е ли а (т-р.). 


`Так как 2 мало в сравнении с х, то приближенно 


ЖЛИ 


И 


ит. д. 

98. Алгебраически интегрируемое уравнение. Уравнение у’ = 
—=1—3%2--у-- 1?-- ту не интегрируется в конечном виде нив элементарных транс- 
цендентных, ни в квадратурах !. Уравнение же второго примера легко приводится 
& ВИДУ: 


И ИЛИ и=1- 


Это линейное дхиференциальное уравнение вида: 


у--/(®у=Е(), 


1О методах доказательства неинтегрируемости в конечном виде диференциальных 
уравнений первого порядка см. мою работу в Сообщениях Харьковского математического об- 
щества за 1901 и 1910 гг. Они допускают переработку с заменой элементарных трансцендентных 
„квадратурами; см. мою большую работу „Интегрирование линейных диференциальных уравнений 
з конечном виде“, Известия Варшавского университета, 1910 г. 


К «МЕТОДУ ФЛЮКСИЙ» 315 


хде [(2) = — Ё (1) = 1, которое легко интегрируется‘ по схеме: 


ие 179% [77% (а С]. 


оо | 


а— 5’ 


В результате 


а—хт 2 


Аля того чтобы при х==0 было у==0, следует взять: 


2 р __ з 
ст, те "| 


Разлагая в ряд, получим: 


Сознает ли Ньютон, что это диференциальное уравнение допускает алзебраи- 
ческое интегрирование? 

Я думаю, что нет, так как алгебраическое интегрирование здесь оказывается 
чистой случайностью. Ньютон, вероятно, во второй части поставил разложение с воз- 
можно простым законом образования членов. 

99. Приближение к идее общего решения. Этот пример очень по- 
учителен. | 

Во-первых, он совершенно определенно подтверждает то, что сказано в ком- 
ментарии 97. Дробные степени не задаются схемой, & постепенно определяются. 

Во-вторых, Правда, в смутной форме составляется понятие юроиэвольной по- 
«тоянной. | 

Ньютон замечает, что при решении первого вспомогательного уравнения 


У =$(2) 


можно брать различные начальные значения у, отличающиеся на величины, не зави- 
сящие от 1. По произволу может быть взят первый член ряда, т. е. за первый ре- 
зультат можно принять любое число, т. е. необязательно брать такое решение, что 
при х=0, у=0, но можно взять и такое, что при х=0, у=6. 

Ньютон даже доходит до введения символа 0, представляющего неопределен- 
ность первого члена, и дает выражение у через а. Но это решение вовсе не выста- 
вляется как самое общее. 


1 
100. Уравнение у“ не имеет такого голоморфного интеграла, что при 


1==0, у=0, но для него можно найти голоморфный интеграл при х==0, у=1, так 


1 .. 
как —-——27?2 для этих значений хи у уже представляет голоморфную функцию. 
[р 


101. Приближение к идее метода неопределенных коэфи- 


у 
2.5; 
ходит к способу неопределенных коэфициентов, хотя развертывает его не совсем 


в нашей форме. 


1 , | 
циентов. Рассматривая уравнение — 1 — 25 -- 522=у, Ньютон вплотную под- 
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1 
Не чувствуя себя вправе считать 5 малым, он уже не решается в качестве 


приближенного диференциального уравнения брать 1/’ = 1, а предполагает, что первым 


1, 
приближением 17 является член ех, и видимо из следующего соображения: = следует 
ий 


ожидать того же измерения, что 1 и у’. Он заключает, что в первом приближении 
1) = 2ех'` и не сразу подставляет 


у == 2е%- З--..., 


а сперва находит е, замечая, что если подставить это приближенное значение у 
в левую часть уравнения, то получается е 1 в левой и 2е в правой части, т. е. 


2е =е--1, е=1. 


Затем, взяв второй член формы 2[47, он точно таким же образом определяет и зна- 
чение [и т. д. 

Собственно метод неопределенных коэфициентов получается, если мы еразу 
предположим, что у имеет форму 2ех-Р 2/1л?-[- 2953 | 21*-—-..., и подетавим ее 
в уравнение для определения е, |, 9... из уравнений, полученных приравниванием 
в обеих частях коэфициентов при одинаковых степенях х. 

Поэтому у Ньютона при соответствующей переработке этот метод появился бы 
не в форме прираввивания коэфициентов в уравнениях 


у 9 1 2 
5т-г! 2-2 —У, 


у’ = 2е-- 4{ж-- 6942 + Зйаз--..., 


а в форме приравнивания коэфициентов уравнений 


у == 2е% + 21? -|- 2923--... 


ин 
у И 
Ди -: 2%-- 5 г Ах. 
0 


Таким образом подетановка вместо 1) его степенного разложения произвохится` 
не в заданное диференциальное уравнение, & в то чйтегральное уравнение, к кото- 
рому оно приводится. | 

Следует отметить, что здесь встречается опять случай алгебраического инте- 
грирования: 


1 
ах 1 — 27-—--.- 27 
2 : ы 1 р 
у==е ` *® Ут 4в- С | =24— паб СУ я. 
т 3 5 


одесь у не целый полином. Интересно и то, что общее репение таково, что всегда 
при 1=0, у=0. Этого Ньютон не полозревает. Частное решение, им находимое, 


представляется ему единственным решением, отвечающим тому требованию, что при 
д —0, у==0. 
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102. Уравнения, интегриртуемые в квадратурах. Уравнение 


[ 1 4 
1’ — У — — 3-24 —- имеет общее решение: 
х 


День) 


Уравнение интегрируется в квадратурах, с помощью элементарных транецендентных 


функций. 
В промежуточных выкладках приходитея, однако, иметь дело с новыми основ- 


ными трансцендентными, именно интегральными логарифмами: 


и & , ах т. 
т | пе и значит [ > — [ле - С. 


Именно: 
1 
у=Уе ”, 
где 
Г — — е# — 3/. — 24. -Е 4-7, С, 
1 
й —= —, 
«Л: = Глез, 
её а 
/з == — 5-8 "| — --» 
так что 
—1 
—=—1- 4% 12 Сех 
108. Уравнение с двумя неизвестными функциями. Для урав- 
1 г 
нения г =“ —2 или 
хх 
„ЧУ 42 о 
ах ал 


мы в настоящее время можем указать не только частное решение вида 1: 


2. эт — 
1 — ат А» У"! " -- В; = == 


° 2т 


У" +1 2х. В 


Ат 


те А„ меняется с т, но и общие решения, содержащие яроизвольную функцию. 


——_—_— офи 


1. Н’езззепоти, РешеЦеп 4ег ВбЪегеп Апа1узв, стр. 40. 
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Они получаются суммированием чаетных решений для различных значений т- 
Если положить А„==ф(т)Ат и перейти от суммы к интегралу, то получится: 


у = ее о (т) У "ат В, 


2 = Ф (т) У "+1 ат = 2%-- В. 


— с 


Совершенно таким же образом для 


42 ау 
аа бат“ 
получаем 
+ со ОИ 
х 1 
& = | у (©) И + Теуто, 


104. Еще о произвольной постоянной. Это рассуждение сводится 
к тому, что скорость не может вполне определить пройденное расстояние, ибо 
последнее зависит от начальной точки его отечета, которая может быть взята где 
угодно. Мы сказали бы, что вследствие этого в решение диференциального уравнения 
первого порядка обязательно входит произвольная постоянная. 

105. Максимум и минимум *. Этот принцип остановки в маясимуме и 
минимуме — чисто схоластический, вылвинутый еще Орезмом ? в его учении о 
широтах и долготах и применяемый Ферма 3. | 

Его следует понимать шире: при всякой перемене направления изменения, 
т. е. движения не только локального, но всякого движения в аристотелевеком смысле 
слова, происходит остановка, наступает момент, когда нет никакого изменения. 

Из этого общего принципа и вытекает приравнивание флюксии (скорости дви- 
жения) нулю. Это общее правило впервые мог выдвинуть только Ньютон, первый 
овладевший понятием производной в форме флюкеии. 

Почему же Ньютон не пользуется обычным в наших современных кратких 
курсах анализа приемом, обнаруживая на графике, что в максимумах и минимумах 
касательная параллельна оси 1-ов? 

Казалось бы, достаточно проследить, пользуясь наглядным методом, изменение 
угла, образуемого касательной с осью 0, тангенс которого равен производной, чтобы 
тотчас же вывести признаки, когда имеет место максимум и когда минимум. 


1 Первые задачи о наибольших и наименьших величинах имеются в,Конических сечениях“ 
Аполлония; см. Уилат, Пе шах: еф шшию!з сеошей4еа а таМо ш дапат НЬгат Арой. 
Рего. Р1отепМае 1659; Саот, т. 3. стр. 114. 

* Сазмот, т. П, гл. 41, стр. 128; Сите, Гейзовт. 4. Маф. а. Рьуз., 18 Зарр. стр. 92 — 98. 


3 Регтайм Уама Орета, 1679 или Оецугез, т. [ (или т. Ш), Мефвобчз аб 4113 И опеш 
тахппа еф пиптма. | 
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Причину следует искать в том,. что этот наглядный прием совершенно не 
в духе рационалистической мысли ХУП в., стремившейся всегда опираться не на 
чувство, а на разум 1. 

Интересно отметить, что еще долго после Ньютона метод определения макси- 
мума и минимума, идущий через приравнивание производной нулю, не считается 
лучигим, чем другие пути ®. 

В истории Махипа и Мшипа сыграли некоторую роль работы Веста 3, Кест- 
нера *, Хультена 5. 

Теория Махшпа и Мшипа функций от двух переменных впервые развивается: 
Эйлером 6, & затем Лагранжем 7. 

Если хорошо уяснить различие между ньюто- 
новской флюксией и нашей производной, то видно, что 
теорема Ньютона значительно общей условия у’ =0. 

Когда мы имеем в точке М точку возврата 


с касательной, параллельной ОУ, то у’ = со и у=0. 


$. ® ® 
Ведь и, и хотя 17,х здесь единовременно обра- 
х 


ннаются в нуль, но 2х оказывается более высокого 


Фиг. 4 


порядка, чем у (фиг. 4). 
Остановка движения в М действительно имеет место. Момент нахождения 


хвижущейся точки в М есть момент перехода от возрастания к убыванию ординаты 
и вместе с тем остановки. 


Если { есть время, то 
у=и---..., 
=? 98-1 ..., 
так что 
04? р с 


ЧЕ — 
{7 = ЕР... =... =... 


4 


106. Правило Гудде 8. Это правило заключается в составлении по ура-- 
внению {Ё(х, у) ==0, где { полином от х, у, уравнения, которое при нашем обозначении 


1 Характерно введение Арно к его курсу Мопуеамх 616теп{з 4е ]а, Чботефме, 1683. 

>? Первая литература по приложению анализа бесконечно-малых к Махипа и Мшипа 
Нидае, Правило' (о котором будем говорить ниже), в комментариях к лат. изд. „Геометрии“ Де- 
_ карта; см. также Гефтлг, Моуа шеобиаз, Асфа Еги 91 фота, 1684, стр. 842; Гой. Вегпои Ш, Орега, 
т. [, № 10; Ле. ВелощИ, Орега, т. 1, № 53) т. 2, отр. 1075. Различение признакоя Махипа, от. 
Мапа впервые встречается у Лейбница. 

3 Тез Мабветайса1 птодасЯон $0 Пе досёлте о{ Пахопз 11762. 

4 Казтег, П1ззе ба юпез табпетаеае еф рьузеае, Абепфиге 1771, 0153. Ш. 

5 Ама. Нийеп, Методаз На@4епй 4е шах еф шшшиз саш с2]с0]0 ПЙахопит сош- 
рагада, бге!\а19, 1997. 

6 Нет ШзббаЯопез Са]сой ОШегеп аз, 1755, гл. П. 

7 Гадтапде, Весвегсвез эт 1а шетоде де тах! з её шшНиз, М1зе. Талг., 1, 1759, Оепутез- 
т. Ь Рамз 1861, стр. 3 — 20. 

8 Монниаю, т. 3, стр. 155; Сапюг, т. 2, стр. 919; Ниудепв, Оемутев, т. 1, стр. 507 — 516. 


320 КОММЕНТАРИИ 


ОР . .. 
сводится к 5 _ = 0. Поэтому обычный метод нахождения Махила и Миима путем при- 


равнивания производной нулю некоторые математики называли методом Гудде. 

107. Эта задача решена зв примере 1У проблемы [. 

108. Геометрические задачи Ньютона. Эти задачи дают богатый 
материал для размышлений. При том уровне, на котором находилась теория флюксий, 
не выходящая из области совершенно элементарных операций, трудно представить 
решение некоторых из этих задач в то время. Довел ли Ньютон решение их до конца 
или только в общих чертах выяснил себе путь их решения? Если принять во вни- 
мание их очень общий характер, то придетея склонитьея ко второму пред- 
иоложению. 

Так, в задаче Го вписании в сегмент наибольшего прямоугольника Ньютон, 
следует думать, только усмотрел возможность сведения (я беру простейшее раепо- 
ложение осей координат, ось ОХ направляется по хорде) выражения 


5 = (2—1), 
пользуясь уравнением кривой [(х, у) =0, к функции от одного у 
5 == (7). 


Но для Ньютона, не имевшего общих формул диференциального исчисления, 
доведение до конца задачи во многих случаях было делом трудным, не сводившимся 
к простому диференцированию, как для нас. 

Вероятно Ньютон, исследуя задачу П, тбеждается в эквивалентности задач 
(фиг. 5) о наименьшем и наибольшем расстоянии точки М, от кривой МММ. ио 
проведении из М, нормали и кривой; тбеждается в этом он не аналитически, а 
чисто геометрически, что достаточно ясно из прилагаемого чертежа (фиг. 5). 

Расстояние точки Мс от кривой выражается с помощью одной координаты кривой 5; 
получается опять задача о минимуме функции одного переменного. 

В задаче ПЛ можно расстояние 4 сперва выразить через абециссы 2., х› точек 
на двух кривых, а имея в виду колинеальность точек Му, М\, [., свести а Е функции 
одного д. 

В задаче ГУ речь идет об угле между М.М и касательной Л.Г к параболе. 
Этот угол легко выразить через одну координату точки М (фиг. 6). 

Под номером ТУ стоит задача об определении таких точек №М,, Ме, чтобы рассетоя- 
ние М, М5 (по Ньютону ширина) было бы наибольшим, и определении таких точек 
М; и Мьъ, чтобы оно было наименьшим (фиг. 7). 

Овальная форма кривой предполагает уравнение вида: 


о (2) у? -- 2, (2) у-- <» (2) =0. 
@ — (2. — 21) -- (уз— 91, 


У: ==1(%,), У == (о); ` 


Далее, 
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‘?, как симметрическая функция от х., 1, У., У» выражается через 2:, хе, так что 
здесь мы‘уже имеем функции от двух переменных. 

Как же здесь поступал Ньютон, никогда не мысливший функций от двух неза- 
зисимых переменных и не пользовавшийся частными производными? 


Фиг. 5 Фиг. 6 


Следует думать, что решение осуществляется в два приема: сперва нахо- 
длится для хо Махпиаю или Мшипит, выражаемый через 2,, именно х (2.), а затем 
ищется х, при котором ® (2,) ‘имеет наибольшее значение. 

Сюда же входит и задача о разыскании двойных точек кривой (т. е. точек 
где пересекаются ветви кривой). Этот пункт в 060- 
бенности интересен. Задача, видимо, предета- 4 
вляется Ньютону проще, чем последующим матема- 


тикам. Но как Ньютон мог вести исследование 
‘без частных производных, когда основное уеловие, М, 
чтобы точка (х, У) для кривой } (7, у) = О была двой- 

д/ ор м 
ной, выражается уравнениями 5 = 0 ди =? Фиг. 1. 
Вероятней всего так: 

Точка, двигаясь по АМ и затем по МВ, меняя свое направление, остана- 
вливается (в силу орезмовского принципа) по отношению как к х, так и у, и поэтому 
в двойной точке =0, у=0 (фиг. 8). 

Двойные точки определяются посредетвом приравнивания обеих этих” функций 
нулю. 

Задача ТТ поставлена в тексте’ преждевременно. Она может получить решение, 
конечно, после того, как будет выведена общая формула для кривизны плоской кривой. 

Задача УЛТ того же типа, что ГУ. 

Относительно задачи У1ТШ можно особенно усомниться в доведении решения 
до конца в общем виде. Может быть Ньютон рассмотрел какие-либо численные при- 
меры. Конечно, здесь была использована теорема Паппа 1. Эллине был предетавлен 


. + Рарру СоПесЙопез 1Ъ. Т. 


21 Зак 3296 — Ньютон 
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уравнением а, где р, 4, ", з— расстояния от противоположных сторон четырех-- 


угольника, который может считаться заданным, если заданы четыре точки, через 
которые проходит эллипс. Через эту постоянную « выражается и площадь эллипеа хаб 


и эксцентриситет 
9? — 2 
—==е. 
{. 


109. Задача о касательной. Наше определение касательной, конечно. 
вырастает с понятием предела. 

Когда мы мыслим касательную как предел секущей, то мы мыслим предел 
еще не в арифметизированной форме. Это не предел величины, а предел геометриче- 
ской формы. Мы мыелим его так, как мыслил его 
женевский математик Бертран, когда говорил, что 
окружность есть предел расширения многоугольника 
с п сторонами. 

Для рационалистов касательная — это прямая, 
проходящая через две бесконечно близкие точки, 
причем бесконечная близость понимается в смысле 
актуально деспонечно малого. Изгнание зэктуально 
бесконечно малого и актуально бесконечно большого 
приводит от этого определения к определению каса- 
тельной как предела секущей. 

Нет сомнений, что эта форма архаична и должна быть заменена другой, нахо- 
дящейся в согласии с арифметизированным понятием предела, формой более громозд- 
кой. Мы должны говорить не о пределе секущей, & о пределе угла, образуемого 
секущей с какой-либо прямой, например с осью ОХ, и определить касательную как 
прямую, проходящую через точку М и образующую угол, равный пределу угла, обра- 
зуемого секущей. 

В школе: мы оперируем с лежандровым ! определением касательной к окруж- 
ности как прямой, имеющей с ней только одну общую точку. Такое определение 
’° является единственным выходом из затруднения, которое возникает от того, что 
учащийся не имеет понятия предела. Собетвенно говоря, такое определение идет 
совершенно в разрез с тем предетавлением о касательной, которое уже может быть 
в смутной форме имеется у нас еще до начала изучения геометрии и которое опре- 
деляется уже самим словом „касателеная“, т. е. прямая, которая касается. 

С точки зрения определения Лежандфа прямая ММ, как имеющая с кривой 
не одну, а три общие точки, уже не будет касательной. Но едва ли можно отрицать 
то, что касание имеется, разумеется, нев точках №, Р, где имеется пересечение, 
а в точке М (фиг. 9). Конечно, в аналитической геометрии лежандрово определение 
совершенно неприемлемо. 

В алгебре следует строго различать единственное решение и решение хразтное. 


Фиг. 8 


1 Гедепате, Е16тепёз 4е 1а сботёке; о нем ВоБумёи в Сатот, т. 4. 
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Когда, желая избегнуть применения диференниального исчисления, в уравнение 
кривой второго порядка 


7 (%, у) =0 (1) 


мы подставляем 9 из уравнения прямой 


у = ах -- 6, (2) 


то условия касания выводятся на основании требования, чтобы получаемое уравнение 
второй степени 


Р-- 0% В=0 (3) 


имело бы два равных, а не различных корня. 

Следует отметить, что касательная Эвклида нечто совершенно иное, чем каса- 
тельная Лежандра. 

Эвклид говорит, что прямая касается окружности, если она ее встречает, но 
будучи продолжена ее не пересекавт 1. При этом следует добавить, что слово „ветре- 
чает“ в эвклидовеком определении не может быть за- 
менено словом „пересекает“. 

Если прямая дважды встречает кривую, не 
пересекая ее, то по Эвклиду она должна быть каса- 
тельной; по определению же Лежандра она не будет 
касательной, так как имеется ке одна, а две общие 
с Еривой точки. 

Конечно, и эвклидово определевие касательной в аналитической геометрии 
неприемлемо. 

Мы видим, что само определение касательной связано и с напим, так сказать, 
доматематическим представлением о касании и с указанным алгебраическим приемом 
Лежандрово определение явно противоречит первому. Эвклидово совершенно неприе- 
млемо для второго. 

Задача о касательной, если понимать касательную в нашем смыеле или в таком, 
который она приобретает с эволюцией понятия предела, могла родиться только вместе 
с аналитической геометрией. 

Однако нельзя сказать, что Декарт и Ферма смотрели на касательную совер- 
шенно так же, как смотрим мы. Понятия предела у них нет, они мыслят актуально бес- 
конечно малыми. Впрочем у Декарта замечается тенденция обходить это казавшееся 
ему парадоксальным понятие. Касателеная ему представляется чем-то само по себе 
уже понятным, не требующим определения. 

Вместе с тем выставлялось как совершенно очевидное положение, что если 
двигать и определенным образом деформировать кривую, так что в известный момент 
цве точки пересечения с другой кривой обратятся в одну, то в этот момент произойдет 
касание этих кривых. 


м [а р 


Фиг. 9 


1 Эвклид, Начала, пер. Петрушевского или Ващенко-Захарченко, кн. Ш, опр. 2. 


21*. 
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Необходимое при изучении касательной понятие предела здесь также зату- 
шевано, как в том обычном приеме элементарных курсов аналитической геометрии, 
о котором мы только что упомянули. 

Но почему же Декарт не поступает при разыскании касательной именно таким 
образом, т. е. полагая у из уравнения прямой равным ах -6 и определяя условие 
кратности корня уравнения (3)? 

Просто потому, что Декарт не имел 
общего уравнения прямой. Он вовсе не интере- 
суется уравнением касательной, а только ее по- 
строением. 

Его первый {1 метод (фиг. 10), излагае- 
мый в „Геометрии“, состоит в следующем: на 
оси 5-ов беретея точка О и описывается окруж- 
ность из О как центра, пересекающая кривую 
в двух точках В и 6. Уменьшая радиус окруж- 
ности, мы достигаем слияния В с 6 в одну 
точку ЕЁ. Тогда радиуе ЕО оказывается перпен- 
дикулярным к касательной к окружности, которая вместе с тем является и касатель- 
ной к кривой. Декарту приходится оперировать с более сложным чем (3) уравнением, 
определяющим точки пересечения кривой с окружностью переменного радиуса. 

Второй ? метод Декарта уже ближе к нашему, хотя с ним и не совпадает (фиг. 11). 


ТА Р | 
Фиг. 11 Фиг. 12 


На оси ОХ берется точка Р и вокруг нее вращаетея прямая, пересекающая 
кривую в точках ВБ и б до совпадения В ифв точке Е. И здесь Декарт тоже не 
пользуется общим уравнением прямой. Точка Р берется не на кривой, как мы это 
делаем, а в определенной точке на оси с тем, чтобы, задав еще угол ВРХ == а, 
найти точки В и $ (вовсе не упоминая об уравнении прямой). Координаты этих точек 
определяются уравнением. Остается только определить условия, при которых полу- 
чаемое уравнение имеет кратный корень. 


1 Оезсатез, Чботбфе, кн. 1, стр. 40; Самфот, т. 9., стр. 852; Втитзевиясц, Г.ез 64арез ефс., 
стр. 180. 
2 Второй метод Оепугез (изд. Сопзш) т. 1, стр. 62 — 69, письмо от 1638 г. 


К «МЕТОДУ ФЛЮКСИЙ» 325: 


Метод Ферма 1 (фиг. 12) отличаетея от метода Декарта так, как элементарный 
метод нахождения уравнения касательной отличается от метода диференциального 
исчисления. Ферма отмечает момент, который следует признать основным принципом 
анализа бесконечно малых в примитивной форме, а именно исчезновение десконечно 


малого ® перед конечным а, если а-- ®=6, то @=6. 
Мы остановимся только на определении Ферма касательной к эллипсу. Пуеть ГЕ 


касательная, Л{ точка касания, 
АР=ах, РМ=у А = --е, О9ОМ№М=ег, ТР==ь 


где е— бесконечно малое. Из подобия треугольников ГМР и ТЕО имеем: 


у 
фе ОВ’ (4) 


Но актуально бесконечно малая дуга ММ мыслится совпадающей с прямой МВ, 
отрезком касательной, и поэтому пропорция (4) заменяется следующей: 


Е у 
Ве 2’ (5) 


424? = 92 (Зах — 1?); 


Но для эллипса 


для точки (х-Не, 2) 
р? — 52 [24`(#--е — (#0, 


так что пропорция (5) дает: 
[0 2ах — 2? 
(28 завод —@— 09 
Замечая, что в получаемом отсюда уравнении 
В (2а— 2х —е) =(2--е) (2ах — 4?) 
е исчезает в сравнении с другими членами, получаем: 


Р\а— 4х) =1(3ах — 27?) 
и, наконец, 
— 2ах— 272 
ах 
Упрощенная общая форма этого метода вырабатывается Гюйгенеом *, который 
приходит к общему формальному правилу нахождения подкасательной, непосред- 


ственно вытекающему из формулы 


ИД 
у__Уби 
у _б/’ 

дх 


_ Жонечно, самому Гюйгенеу неизвестной. 


1 Евттой, Оейугез т. 1, стр. 171, Мже 1. 
* Нмуденз,`Орега, 1691, т. 1, стр. 493. 
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Правило его заключается в следующем: переносятся все члены уравнения 
кривой в левую часть, умножаются каждый на число измерений относительно чу, это 
дает числитель искомого выражения. Умножаются все члены на чиело измерений 
относительно х и делятся на х— это дает знаменатель. 

У Барроу 1, конечно, тоже еще нет касательной в нашем смысле. У него 
актуально дееконечно малая дуга отоэжествляется ‘с хордой. | 

У него впервые выступает диференциальный треугольник, причем Барроу 
(фиг. 13), оперируя временем в форме актуально бесконечно малого момента и дви- 
жением во времени, приближается к понятиям леременного и потенциально бесконечно. 
малого, но останавливается на полдороге. МА и АМ мыелятея им как пути, прой- 
денные проекцией точки М на ОХ и ОУ в момент времени. 

Существенное значение имеет то, что, тогда как у Декарта и Ферма основным 
элементом является зодкасательная, у Барроу таковым являетея угол, образуемый 
касательной с осью ОЛ, или, вернее, тангене этого 
угла, т.е. то, что у Ньютона появляется как флюксия 


9] . ах . ау 
—— | при наших обозначениях х =-—-, у==-ф., где 
7 ий Ы 


Отметим важное значение в дальнейшей истории 
диференциального исчисления характеристического ? 
(по терминологии Лейбница) или (по нашей терми- 
нологии) диференциального треугольника, дающего 
геометрическую интерпретацию диференциала незавиенмого переменного и ди- 
ференциала функции, долго еще отожествляемого с бесконечно малым прираще- 
нием функции. Интересно отметить, что обычный элементарный метод определения 
уравнения касательной, избегающий употребления производной, возникает в той 
форме, в какой мы находим ее в учебниках, только в ХХ в., и вызван был к жизни 
исключительно методическими интересами. | 

Методы определения касательной развиваются в зависимости от развития 
диференциального исчисления. Современная техника диференциального исчисления 
создаетея гораздо раньше, чем заканчивается оформление современных идей дифе- 
ренциального исчисления. Иоган Бернулли 3 совершенно так же, как мы, диферен- 
цирует при определении тангенса угла, образованного с осью.ОХ касательной к параболе, 
эллипсу, гиперболе, циклойде, конхоиде, циссоиде и квадратрисе. 

Но как мы сейчас увидим из приводимого ниже абзаца, он мыслит совершенно 
иначе, мыслит актуально бесконечно малыми, пользуясь вторым своим постулатом: всякая 
кривая соетоит' из бесконечного множества прямых, которые сами бесконечно малы 


Фиг. 13 


1 Ватготь, ес опез хеоте$и1сае, 1670, стр. 80—81; Сапфот, т. 3, отр, 133; Втипзериясд, [ез 4арев 
е4с., стр. 190. , 

2 О характеристическом треугольнике см. Гефие, Мафпеша4{. Бевтеп, т. |, отр. 154, 
т. \, етр. 188 и Сапдот, т. 3, стр. 190. 

3 1ор. ВегюнИ, цесЯопез табпетасае Че са]вию Ч етепИаМиат (по-немецки О3$\а19’8 
аз кег, № 211). 
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Задача 1. Найти касательную к параболе. Уравнение параболы есть ах = у, 
а 
так что а 4х ==2у4у или а: у=я, и так как по второму постулату принимается, 
что каждая кривая состоит из бесконечного множества прямых линий, то бесконечно 
малый кусок ОР параболы ВОО будет прямой. Если провести ОС параллельно 
диаметру АЁ, то Л ОСЕ<> А АСР (фиг. 14). Поэтому Ра: ар = СО: АС, и если 5 
означает подкасательную, то 


59 У — “и поэтом == —— = —— ==24. 
4х ю 2 ` а а 

Отеюда, если взять АС вдвое больше, чем абецисса ВО, и через точку 
кривой О и через 4 провести прямую АО, то она и будет касательной, которую 
следовало найти. 

110. Кинематические методы исследования касательной. Не- 
обходимо отметить еще основные моменты истории внесения 
в геометрию времени, т. е. истории кинематического метода. 

Трудно вполне определенно указать, когда образовалось 
понятие о скорости в данной точке или в данный момент, ко- 
торая, конечно, раньше мыслилась в виде отношения актуально 
бесконечно малых, как скорость равномерного движения р) С 
`в бесконечно малый промежуток времени, или момент. Но, вне 
сомнения, у Барроу ! это понятие выступает уже вполне ясно. 

Образование кривых у него протекает во времени. 24 Га Р 

Можно было бы сказать, что и у Декарта выступает 
элемент движения точки. Его мехонуческие кривые образуются 
движением точки. В руководствах аналитической геометрии ХУЦ и начала ХУШ в. 
д и мыслятся не как координаты, определяющие положение точки на плоскости, 
& как отрезки — один пробегаемый точкой по прямой, другой — концом прямой, дви- 
жущейся параллельно самой себе вдоль оси ОХ ?. 

Но это точка зрения форономическая, & не кинематическая. Это та точка 
‚зрения, которая защищается современной методикой: Трейтлейном, Борелем и др.?. 

Здесь движение рассматривается отвлекаясь от времени и скорости. Баррот 
тоже рассматривает такие соединения движения (01розИ10), но при этом у него 
выступают скорости по директрисе (ОХ) и по зенератрисе — прямой, парал- 
лельной ОУ: 

Основная теорема Барроу состоит в том, что отношение этих скоростей равно 
отнонтению подкасательной к ординате. 

Роберваль * не имел ясного представления о скорости, он сводит построение 
касательной к построению параллелограма сил. В случае равномерного движения он 


Фиг. 14 


1 Ваттош, Гесйопез оеотеф!сае, [ес%. 4. 
° См. еще Де а Не, Момуеамх 616161 Чез зесНотз сопачез, 1679. 
3 Нептае% чп@ ТгеиЦет, Тергрась 4ег Сеотефе; Борель - Штеккель, Элементарная 
математика. 
‘+ Аофегта, О`зегуаЙоп5 зар 1а сотшроз Шоп 4ез3 шопуететз, Мёш ае1?Ас. 4ез. эс., 1130, т. 6. 
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складывает те силы, которые своим моментальным действием вызывают это движение. 
Такое построение является очень простым для параболы, когда движение по радиусу- 
вектору должно иметь ту же скорость, что и движение, параллельное оси (касатель- 
ная будет направлена пло биссектрисе). 

Заслуга Ньютона состоит в том, что он связал идеи Кавальери с идеями 


Барроу. Можно сказать, что х и у есть уже у Барроу (хотя и без таких обозначений), 


но у Барроу нет 5.0 иу-0, представляющих те изменения, которые возникают 
в момент времени о и которые получаются как произведения из скоростей на время. 

111. Ньютон и захача о касательной. Как мы уже имели случай 
заметить, Ньютон оперирует с подобными  треугольниками, просто  отожествляя 
бесконечно малую хорду © бесконечно малой: дугой кривой, стоя, таким образом, пол- 
ностью на точке зрения метода неделимых. 

Новым у него является сведение отношения этих актуально бесконечно малых 
к отношению флюксий и решения простой задачи о касательной к нахождению флюксий 
или, вернее, их отнопения. Касательная у Ньютона строится по подкасательной. 


Мы пишем: ВТ. Если уравнение кривой есть 


Г(х, у) =0, 
те 
ОТ 
№ 
У 
ду 
. | 
д 
в 
— — 57 . 
0% 


Нетрудно видеть, что в случае если [(5х, у) есть полином, имеет место правило, ука-- 
зываемое Ньютоном (но известное до Ньютона) 1. 

112. Роди норядок кривой. Ныюотон здесь не считает прямые ЛИНИЯМИ 
первого порядка (= тем более кривыми) и противопоставляет кривые прямым как 
понятие противоположное. То, что мы называем кривыми второго порядка, у него—это 
кривые первого рода. Кривые четвертого порядка — третьего рода и т. д. Но в пере- 
числении кривых третьего порядка Ньютон наряду © этой классификацией проводит 
еще нашу классификацию линий по порядкам, так что кривые первого рода оказы-- 
ваются вместе с тем и линиями второго порядка, второго рода — третьего порядка“ 
и т. д. См. также комментарий 256. 

113. Декартова парабола. Эта кривая получается следующим обра- 
зом: парабола переносится параллельно самой себе, а вместе се нею и точка 4, 
неизменно с ней связанная. Геометрическое место точек пересечения прямой Е.А 
(где Е неподвижная точка) с движущейся параболой и дает эту кривую. Привая 


1 См. комментарий 109. 
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эта впервые была иселедована  Декартом!. Упомянутое название дано ей 
Ньютоном в „Перечислении кривых третьего порядка“. Кривая также называется пара-- 
болической конхоидой. Исключая из двух уравнений: 


у = 2р (2-4), 
д У _ 
а—е 40 


параметр а, нетрудно вывести общее уравнение декартовой параболы 


2(1/ — 
У офи 

114. Конхоида Никомеда. Так называется геометрическое место точек; 
получаемое таким образом: 

Прямая ОР вращается вокруг точки О 
(полюса) и берется точка на этой прямой на по- — 
стоянном расстоянии от точки пересечения вра- РИ Р 
шающейся прямой с неподвижной осью, т. е. 
МР==е (фиг. 15). Уравнение конхоиды в поляр- 
ных координатах 


[#7 
В — с05 0 —е, (1) 


тде «о = ОС, а в декартовых: 


(х— а)? (12° Ну?) — = 0. (2) Фиг. 15 


Конхоида — кривая четвертого порядка, при этом циклическая, т. е. проходящая через 
циклические точки (мнимые точки в бесконечности, через которые проходят два 
круга»). 

Полюс представляет собой узел при е > а, точку возврата при е ==а и уеди- 
ненную точку при ё < а. 

Открытие конхоиды приписывается Никомеду ? (П век до н. э.), который с по- 
мощью нее решил задачу о трисекции угла, & также задачу о двух среднепропорцио- 
нальных, к которой приводится удвоение куба. 

Ферма 3 определяет в ней касательную. 

К ней прилагают свои методы и Декарт *%, & также Роберваль 5. Точки пере- 
гиба определяются Гюйгенсом 8, Хейретом и Слюзом. Квадратуру дают Роберваль Т, 


1 Та СЧботефе, стр. 189; Слпо Гота, ЗремеЦе э1ефгайзевэ ип4 фтапз7теп4ее ефепе Каг- 
уеп, гл. 6. 

2 Салют, т. 1, стр. 384—336. 

3 Еегтой,Оечутев, т. 3, стр. 142—298. 

4 оспооет, Сошт. а@ Сеотш. де Пезсаг$ез. 

5 ДВофегоо, Офзегу. заг ]а сошр. 4ез шопу., Меш. де ?Ас. Цез. Бс., т.6, 1130, стр. 32. 

6 Ниудетз, Оемугез, т. 1, стр. 245, т. 2, стр. 164. 

1? Вофетоо], Тгай6 дез шагя!Ыея, стр. 284. 
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Валлис !{ и Иоган Бернулли ?. Этой кривой занимается и Ньютон $, изыскивая с ее помо- 
шью методы графического решения уравнений третьей и четвертой степеней. 

Понятие конхоиды можно обобщить. Конхоида Никомеда является конхоидой 
прямой линии. Если прямую, служащую осью, заменить какой-либо кривой, то получим 
конхоиду кривой. 

115. Точка перегиба. В точке перегиба выпуклость переходит в вогну- 
тость или обратно. Ньютон ищет точку перегиба лля конхоиды Никомеда. Флюксии 
второго порядка, отвечающей нашей второй производной, у него здесь еще нет. Но он 
вынужден здесь употребить как раз тот прием, который употребляем и мы, чтобы 
совершенно элементарно дёз формулы Тейлора вывести, что у” < 0 в случае макеи- 
мума и /’>О0 в елучае минимума, & что при у” = 0,” =0 нет ни того, ни другого. 
Именно он отмечает, что в точках перегиба подкасательная имеет максимум или 
минимум. 

Останавливаясь на уравнении третьего порядка, он предлагает решать его гра- 
фически. Для полноты решения следовало бы исследовать, когда это уравнение имеет 
один и когда три вещественных корня. 

Наличие точки перегиба у конхоиды отмечается еще Ферма. 

116. Мнимая ошибка Ньютона. Ньютон в основу своего решения ставит 
положение, что перегибу отвечает минимум отрезка между началом и пересечением 
© осью, т. е. минимум 


Это, конечно, верно, если только исключать случаи точки перегиба на ОХ и точки 
перегиба с касательной, перпендикулярной ОХ, ибо 


и если у не О и у’ не со, то у’ ==0. 
Тут нет грудой ошидбви й чисто случайного схождения результата, полученного 
Ньютоном из неверных предпосылок, с истинным результатом, получаемым из урав- 
нения 
и" — 24926 — 36у2 — 3 — 
(ав -- у) 


как это лумает Вейсенборн +. 

Если мыелить неделимыми, как и сам Ньютон часто мыслит, сливая бесконечно 
малую хорду с касательной и дугой, то мы, направляя касательную последовательно 
по элементам кривой, заметим (фиг. 16), что конец касательной будет сперва дви- 
таться в одну сторону, затем станет и пойдет в обратную сторону. 


О, 


1 ТаШзи, Ое сигуагиш тес саопе еф сошр1апа&опе, 1659. 


Той. Ветпощ, Орега, т. 3, стр. 400. 
Меичот Ат ртейеа итиуегзаИз, стр. 52, Санлог, т. 3, стр. 115. 
И’ е1ззепфоги, РешеЦИеп 4ег ВбВегеп Апа1уз1з. стр. 48. 


> © вю 
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117. Касательная`к трансцендентной кривой; определяемой 
уравнением, разрешенным относительно у. Этот пример можно раесма- 
тривать как пример проведения касательной к кривой, определяемой уравнением: 


у = (5, 0), 


где Ф — алгебраическая функция х и функции 0, основной трансцендентной первого 
класса, или вообще уравнением 


= Ф(х., 6, 6.,... 0,), 


т. е. выраженной трансцендентной первого класса (согласно классификации Лиувилля !). 
Еели площадь сегмента 


_ Е 
ОМР== сект. омс— МРс= атово (г—2) у 2—2 


уравнение кривой получается в форме 
О (5, у, атезш 5) =0, 


‚атсзт х выражается через площадь АСВ. 

Но вместо атсзшх можно взять 
и Шах, т. е. логарифм выразить через 
плошадь гиперболы. 

Задача о проведении касательной 
к такой тфансцендентной кривой сво- 
дится к нахождению  подкасательной 
в алгебраической завибимости отх и 1 
и еще агсзт х и Шх, которые мыслятся как площади известных кривых. 

Гот же агезш х можно мыслить и как дугу круга, отвечающую данной абециссе. 

Получается задача, аналогичная только что упомянутой 2. 

118. Васательная к кривой, заданной параметрическим ураз- 
нением. Здесь по существу проводится касательная к кривой, заданной параметри- 
ческим уравнением 


Фиг. 16 


—®$ (0), У=\ (0), 


но только при геометрическом определении © (1). Именно о(!) есть дуга круга или 
другой кривой АС, а { — абециеса АЁ этой кривой. 
Таковы, например, параметрические уравнения 
х = аге т $, 


У =9 (1). 
Если взять 
Х = (1, 
Г (2, у, =0, 


1 ГлоимЦе, Мвтоте зиаг а с]азШесаоп 4ез фгапзсепдалфез, Фомгпа] 4е ГлочуШье, т. 1 
1837, т. 2, 1838. См. мою работу: „Об интегрировании трансцендентных функций“, Известия 
Варшавского университета, за 1918 г. 

‘2 Эволюцию круговых функций можно видеть после Ньютона у Вог. Соёез (Нагтоша 
телзигагит), у Бфопе и, наконец, у Эйлера, Газ баопез са]еиИ песта в. 
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то здесь получится случай, когда в уравнение входят тригонометрические или показатель- 
ные функции, т. е. функции, обратные тем, с ‘которыми мы столкнулись в предыду- 
щих примерах. 

Собственно говоря, Ньютон рассматривает более общий тип: 


х=Ф(^), 
у=\у(Х, У, 2), 
где У — ордината другой кривой. Если задать зависимость между АХ, У 


о (Х, У) =0 


алгебраической, то введется трансцендентная функция через Х. 

119. АД, означает квадрат АД, —у нас АГ?. 

120. Касательная к трансцендентной кривой, определяемой 
уравнением, не разрешенным относительно у. Здесь мы имеем кривую 


типа 
Ф (2, у, 6 (х, У)) = 0, (1) 


где Ф — алгебраическая функция, 0 (х,1/) — трансцендентная первого класса от (2, у). 
Задачу УП можно формулировать как задачу о проведении касательной к ври- 
вой, заданной алгебраическим уравнением в координатах: 


| у — ордината 
9 — лолгота 


(или вернее дуга, измеряющая эту долготу). 


Здесь 0 — агсзт —. и уравнение вида: 


о 2, у, атезт +.) == 0. 


Простейшими уравнениями являются 
у=8 


1) = 90-6. 


Очевидно, к этой общей проблеме Ньютона привела частная задача о прове- 
дении касательной. 

121. Архимедова спираль. Кривая, определяемая полярным уравнением 
у = 49, называется архимедовой спиралью. 

Первый ее изучил Архимед !, великий сиракузский математик (открытие ее 
некоторые приписывают Конону). Он дает выражение для полярной подкасательной 
(дуга соответствующей окружности) и определяет площадь завитка кривой. 


и вообще 


1 Атсйуте4ез, Орега; Рарру СоПесМопез Ма%., 1. 4, ргор. 221; Мотив, НазфОте дез ма 6- 
шааиез т. 1, стр. 226. 
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К выводу площади ее Кавальери ! применяет свой метод неделимых, за ним 
по тому же пути идет и Валлис ?. Роберваль 3 прилагает к этой кривой свой метод 


построения касательных. 
Ё построению нормали в спирали. Принимая о =1, Ньютон пишет 


2 у =. (1) 
Отеюла 
хх уу =. (2) 


Между (5, Г) и (х, и), координатами точек вспомогательного круга, устанавливается 
соотношение: 


14 — У. (3) 
Отеюда 
и и = (4) 
И 
7 == #4. (5) 


Из (4) и (5) определяются и, $ изатем хх Ч- уу выражается через у, 4, 5. 

1292. Лиференциальный четырехугольник Ньютона. О подобии 
Оса и ОБТЕ Ньютон заключает из того, что две стороны О и ср с Ери)В 
лежат на тех же прямых, а 44 || ТЕ и 46 || БВ (табл. ПУ, фиг. 11). Последнее вытекает 
из построения, ибо Ньютон строит параллелограм @ас6В, т. е. 
проводит 46| 6 В. Первое же следует из того, что треуголь- 
ник СЁ по построению равнобедренный и поэтому можно с 
ечитать угол 4ЁР прямым. 

Можно вообще выставить лемму о диференциольном 
четырехугольнике и пользоваться ею в дальнейшем. В двух 
четырехугольниках, со сторонами, образующими между собой 
бесконечно малые углы, стороны пропорциональны, т. е. 


© 


. 9 Я . © [и . С 
Пт — ==; Вт — =-—; Не. 
В Ь 1 { 0 а 
Для доказательства следует последовательно поворачивать сто- Фиг. 17 


роны а,8,4,5 и доказывать, что предел остается тот же, если от 

четырехугольника АВСО перейти к АВСО”’, в котором сторона АД повернута на 
бесконечно малый угол. Нетрудно видеть, что в бесконечно малом треугольнике 
Ар.’ (фиг. 17) при бесконечной малости стороны АЮ сторона против угла А 
будет бесконечно малая второго порядка и такова же разность заключающих ее 
еторон .4.0’— А. 


1 Сазайет, Сеотеба шие. 
2 Та $, Агётейса шИпЙогиш, Орега, т. 1, стр. 315. 
‘3 Вофето, М6т. 4е }’Ас. дез 5с., т. 6, стр. 50. 
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А если это так, то на основании первой леммы исчисления бесконечно малых, 
позволяющей заменять в отношениях величины бесконечно малые эквивалентными им 
величинами 


/ 


На > = Нт т. 
б 6 


123. Декарто-полярная система координат. Ньютон пользуется боль- 
шим разнообразием в системах координат. Сейчас берется уравнение /(, г) =0 
где х— радиус-вектор, но с полюсом не обязательно на ОХ или ОУ. 

Ньютон эту вторую координату называет хордой: „заепза“. Мы сохраним за 
ней латинский термин судтенза по аналогии с адсииесой. Яено, что некоторые урав- 
нения алгебраических кривых могут быть в значительной мере упрощены переходом от 
обычной системы координат (абецисе и ординат) к системе ординат и субтенз. 

Почему же следующие примеры решаются не обычным методом? Ньютон опре- 
деляет характер своих методов вовсе не применяемой системой координат, а той гео- 
метрической величиной, с помощью которой строится касательная. Обычный метод 
дает построение касательной по подкасательной. одесь мы имеем построение по ОГ, 
проекции касательной на субтензу. | 

Формулы Ньютона в современном обозначении напишутся так: 


у: и=ау: а", 


47 ут 
и=у-— =-; 
у’ 
если Через х обозначена величина, которую Ньютон называет х, так что 7’ = 1, то. 
1 
и, т. е. получается правило Ньютона. 


124. Геометризация диференциального исчисления. Ум Ньютона 
но преимуществу геометрический и обладает могучей пространственной интуцией. 
Мне кажется, что синтетический характер его. доказательств вызывается не только 
слабым развитием анализа, но и склонностями Ньютона. 

Обращаю внимание читателя на особое искусство Ньютона оперировать с бес- 
конечно малыми трехугольниками и четырехугольниками и советую ему облечь ньютонов- 
ские доказательства в современную форму, мысля на месте равенства — эквивалент- 
ность и обнаруживая последнюю путем определения порядка малости элементов. Ньютон 
является если и не творцом, то тем человеком, которому мы больше всего обязаны 
синтетическим методом, которому и теперь следуют многие авторы, спасая себя от 
выкладок, нередко связанных с аналитическими методами. 

Наследником Ньютона является Тейлор, который в основу своих выводов ста- 
вит некоторые геометрические по характеру леммы Ньютона. Но особенное значение 
в развитии этого метода имеет Ньювентит !. Этот ученый совершенно отвергал 


1 Меишепии, Апа]1ув13 пт огит зе сигуШтеагил ргор!ебаф ат ех ро!1уо>0п1 пабага, дедасфа, 
Атазбеодал, 1695. 
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существование введенных Лейбницем десконечно мальх высииух порядков: для него, 
они просто ничто (п®1). 


Исчезновение бесконечно малого перед конечным, т. е. равенство 
А-- «= А, 


у него является следствием того, что Ао -[ 92 == Ах, так как а? ееть ничто. Разыска-- 
ние того, что является ничем, сводится с нашей точки зрения к разысканию элементов 
порядка выше первого. 

У Аньези ! этого рода исследования обращаются уже в исследование порядков 
бесконечно малых элементов. 

В учебниках ХХ в. мы находим тоже доказательства ньыютоновского типа, 
например, у Бертрана *? и Лорана 3. В особенности я обращаю внимание читателя на 
куре Бертрана. Очень типичным является построение касательной к подэре* данной 
кривой, т. е. к геометрическому месту оснований перпендикуляров, опущенных на 
касательные кривой из некоторой точки 0. 

На того же рода соображениях основывается и Ньювентит 5, стараясь показоить, что 
кривая представляет многоугольник с бесконечным числом бесконечно малых сторон. 

125. Преобразование к декарто-полярным координатам. Я уже 
отметил (комментарий 123), что преобразование к ординате и субтензе иногда значи- 
тельно упрощает уравнение алгебраической кривой. Уравнение шестого порядка 


(т у) У? у? - а(2°-- у) -ау®- у? (у—6) —(у—8)=0 
ИЛИ . 
(22 -[ у?) [42° у --а(у— 0)? = [а (#- у?) — (у— 5)? 
хало бы в прямоугольных декартовых координатах очень сложное выражение для 
подкасательной у; здесь удобнее перейти к декарто-полярным координатам. Это можно. 
рекомендовать для всякой кривой 


Ф (22 -|- 97, у) =0, 


где х — полином от величин, стоящих в скобках. Так, уравнение ковхоилы Никомеда 


(уфа) (а) —в 0 
приводится в виду: 
(у— а)? 7? —еу?=0 и (у—ат==ууе 


(для каждой ветви берется свой знак). 


1 Адпея, Траффё 66тешалге @м са]со| @етепЫе] её ш&бота1 (Газ било апаШ све, 
1148), гл. 1. 

2 Веттата, Са]си1 Ч 6гепи, гл. {. 

3 Гаитету, Та б6 Фапа1узе, т. 2. 

4 Гкитетф, цит. соч. т. 2. 

5 Теззетботи, Ретепеп 4. ВбЪегеп Апа]1уз, $ 16, [1е 'Твеоше МеиуепИТв, стр. 128. 
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Ньютон дает.это уравнение в форме: 
у" — ву — 66 =0. 


Это уравнение составлено так же, как уравнение гиперболы ху— су— 66 =0 


в декартовых координатах. 
Уравнение 4х-Р Ву-- С =0, которое выражает известное свойство кониче- 


ского сечения, что расстояние от точки (фокуса) находится в постоянном отношении 


® у 
к расстоянию от прямой (директрисы), можно переписать в виде ы БС. 


126. Биполярная: система координат. Ньютон здесь пользуется бипо- 
лярной системой координат. Касательная в этом методе строится по проекциям какого- 
либо отрезка касательной на ось и радиус-вектор. 

127. Декартовы овалы. Первым примером Ньютон берет знаменитые 
овалы Декарта?. Декарт сам дает очень сложное определение. 

Битолярное уравнение овала очень просто: 


ии НУ, ==. 


Уравнение это можно обобщить; в общем случае оно будет иметь вид: 


где 7, — расстояния точек кривой от 7 данных точек. 

128. Координаты одного направления. Обычно координатами точек 
являются отрезки прямых (или прямой и окружности). Точка определяет не только 
их числовое значение, но и направление, таг что они могут рассматриваться как 
векторы. Ньютон наталкивается на такие системы, в которых направления координат 
совнадают. 

Я дам в возможно общем виде такую систему. 

Положение точки на плоскости может определяться следующими величивами: 
рир’, являющимися отрезками радиуса-вектора ЛМ, заключенного между О и двумя 
кривыми Г, Г’ (фиг. 18). 

В частном случае одна из кривых обращается в данную кривую, & в качестве 
второй берется прямая, как это и имеет место у Ньютона. 

о 1929. Полярные ‘координаты. Этот метод пользуется полярными коор- 
динатами и дает известное построение касательной по полярной подлнормали. 

130. Декартово уравнение кривой 62—65 легко получить с помошью 
известных формул перехода к декартовым координатам. 

131. Проведение касательных, параллельных данной пря- 
мой, и другие задачи. Первая задача, входящая теперь во все курсы анали- 
тической геометрии, — это задача о проведении касательных параллельно данной 
прямой. 


1 Та, аботейме, стр.41; зто Готза, ЗредеПе а]оефталзсВе ип] $гапзепдепфе еЪфепе Кигуев, 
1902, гл. 1Х; Техена, СопгЪез зрёеаез, етр. 9; Мемют РешеПла, кн. 1. предл. 41. 
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Вторая задача — об определении перегиба. 
132. Задача о проведении из данной точки прямой, пересекающий кривую под 
данным углом, решается так: Уравнение кривой пусть будет: 


а уравнение искомой прямой: 
У — У = (х— о}, 


Где 20, /, — координаты заданной точки. Требуется опре- 
делить координаты точки встречи ЛМ (51, 9,). Угловой коэ- 
фициент касательной в точке 11 будет: 


ОТ (21, 9/1) 


у и Ш 02 | 
' 97 (1,1), 
0 
и по условию 
т— 9! 
А = 601$. 3) 
1--чуг в Фиг. 13 


“Гогда 1,, у, определяются уравнением (1) и вытекающим из (2) и (3) уравнением (4): 


в) д 

ди (и — У -Н (@, — 25) о 

Е т от -№ — ©0136. (4) 
би, (7, —42.) — (и: — №) 


После этого легко определяется угловой коэфициент \. 

133. Лривизна по Ньютону. Ньютон не определяет кривизну так, как 
мы, именно как предел отношения угла смежности к соответствующей дуге. Он иред- 
полагает понятие кривизны так же само 6060й понятным, как и понятие пря- 
мизны, Количественная характеристика кривизны не выводится им чисто формально, 
а выводится из качественного понятия. Им выставляются следующие постулаты 1. 

1. Рассматривая сперва кривизну круга, он утверждает обратную пропорцио- 
нальность его кривизны и радиуса. Постулат этот не доказываетея, а признается 
Ньютоном очевидной истиной. Но в этом постулате не следует видеть определение 
кривизны круга. 

2. Можно ли видеть определение кривизны во втором постулате, утверждающем, 
что кривизна кривой та же, что круга, касающегося кривой так, что между этим 
кругом и кривой уже нельзя провести другого касающегося круга? Вне сомнения, нет. 
Нельзя предполагать, что, считая кривизну круга само собой понятной, Ньютон желает 
определить через нее кривизну другой кривой. Круг у Ньютона только получает при- 


1 См. у Лейбница об угле касания Ма{Веша%. ЗергШеп, т. 1, отр. 190--192. 


22 Ньютон, 
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вилегированное положение, круг определяет кризизну так, как прямая определяет 
направление. Нам важно только то, что это не определение, а положение, в правиль-- 
ности которого он старается убедить читателя. 

3. И третье положение не следует понимать как определение. 

Ньютон далее определенно подчеркивает, что центр кривизны — это центр 
вращения. От одной точки кривой к другой, бесконечно близкой, переход совершается 
с помощью бесконечно малого вращения около некоторой точки. Это и есть центр 
кривизны, который следует мыслить в центре (соприкасающегося круга. 

Кривая мыслится состоящей из бесконечно малых дуг кругов, центры которых 
являются центрами кривизны. 

р 4. Четвертое положение — только следствие первых двух. 

134. Перпендикуляр и нормаль. Слово перпен- 
дикуляр мы переводим нормаль. Слово нормаль иногда упо- 
требляет и сам Ньютон. Ньютон еще мыслит смешанными 
углами 1. Угол, образованный прямой с кривой, еще не обра-- 
тилея у него окончательно в угол между этой прямой и каеса- 
тельной к кривой. Можно говорить в этом смысле о перпенди-- 
куляре к кругу, т. е. о такой прямой, для которой смежные 
углы СВА и АВО, образованные е кругом, равны (фиг. 19).. 
Конечно, перпендикулярность к кругу вовсе не влечет перпендикулярности круга 
к прямой, так как 0 равенстве или одинаковости СВА и СВ] можно спорить ?. 
Перевод словом „нормаль“, конечно, совершенно уничтожает следы, сохранившиеся 
еше в ньютоновской мысли от схоластических споров его предшественников в ХУГВ.. 

135. Подобие треугольников ВТО и (59 следует из перпенди- 
кулярности их сторон. 

186. РЕ = Де-- ег, а Г’. Пе == 42? (как высота из вершины прямого угла). 

137. Из истории круга кривизны. Хотя понятие об эволюте установил 
Гюйгенс 3, но длина нормали от кривой до эволюты не служила ему еще, видимо, для 
измерения кривизны. Мысль эта, кажется, впервые высказана была Лейбницем *,. 
который говорил, что совершенно таким же образом, как прямая служит для опреде-- 
ления направления, круг может служить для определения кривизны, ибо кривая эта 
во всех точках одинакова. Таким образом измерителем кривизны служит, так еказать 
ближайший к кривой круг, и не только касающийся, но соприкасающийся, так чт. 
между кривой и кругом уже нельзя провести другого круга. Любопытна ошибка Лейб- 
ница 5, в этих размышлениях подошедшего к понятию о касании высшего порядка. 
Он мыслит в точке касания соприкасающегося круга не три, а четыре совпадаю- 
щих точки. Впрочем, в ошибочности этого он убедилея в процессе обсуждения ву- 
проса е другими математиками. 


И 
Фиг. 19. 


1 О смешанных углах см. у Аристотеля доказательство теоремы о равнобедренном тре-- 
угольнике, Апу4са рг1ога, 1. 1, с. 23; Эвклид, кн. Ш, ‘опред. 1, 11. 

2Р. Кат Сеотефа, 1569; Зепо]атиш табпетасогит, ПЪ. 81, 1569. 

3 Ниудетз, Ного Поста озсШафотнии, 1678; Саог, т. 3, стр. 138 и след. 

ч Асфа Его@Цогиш, 1686. 

5 Аа ЕгудЦотит, 1692; Соштегсгаю ер!збоИсиж, т. 1, стр. 83. 
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Формтла для радиуса кривизны в форме 


а 
> ах 
В = — (1 ° 
(1-2) р 
впервые дается Яковом Бернулли \. 

138. Формула для радиуса кривизны без, второй производ- 
ной. Ньютон не пользуется здесь флюксиями второго порядка?. Его построения дают 
вполне определенное геометрическое значение флюкеии от отношения флюксий 

1 
р — У 


Ч 
д — 1). Получаемая им формула для радиуса кривизны такова: 


5 — 1 22 хУИ1- г. 


ый 


е 


и И 1+; > 
мг м _ и 


В 


у и / / й 
и, Я Ум: 


‚ И он может говорить о ней, забывая, что она есть флюксия от флюксии (если. 


в нашем обозначении 


Нетрудно установить геометрический смыел входящих в формулу для кривизны 
выражений. Именво 1-- 2? =2.ДН, НС = .ПОН; поэтому НС==1- 27, 
&— 1 
1-2? имеет геометрическое значение 0С?. Далее: 
РТ? = ОР?-—- ОГ; 


ВТ _ Тр. РТ _ ВТ.РТ _ ТР? 
То  РТ’ВГ ВТ ВТ?’ 


причем 


ТР 6 Т-- 22 "РР 
= = ИУ1- 2; ЮО= 1-22 = - 
РР’ 08 >- 


139. Продольная и поперечная стороны. Уравнение конического- 


сечения, отнесенное к оси и к касательной в вершине 1? =2рх-|- 422, в обозначении 
Ньютона имеет вид: 


у? = аж -|- 657. 
При этом . 
Б? Б® 
Тм, 


где 4 и Б—полуови. 


1 Аса ЕгодКотит, 1695, стр. 811. 
? Они появляются в „Рассужд-пии о квадратуре кривых“. 


227 
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Величину 2 мы теперь называем параметром. Древние называли 2р 1413 
тесбит, что в переводе значит прямая (я скажу поперечная) сторона. Величина 24 
называлась 134$ 4тапзуетзит (продольная сторона). 

Ньютон сохраняет эти античные названия 1. 

140. Циссоида Диоклеса. Это—кривая, которую применял еще в Ш в. 
до н. э. Диоклес к решению задачи об удвоении куба. 

Кривая определяется таким образом (фиг. 20): 

1. От 2, конца диаметра круга, откладываются две 
равные дуги АЕ и АР. Пересечение прямой ОЕ в Ра | АВ 
дает точку циесоиды. 

2. Или же от пересечения с касательной в конце диа- 
метра ОДК откладывается К = хорде ОЕ. 

В декартовых координатах уравнение циссоиды бу- 

273 
т 

Гюйгенс ? определил площадь между кривой и ее асим- 
итотой, объем сегмента тела вращения. Ё выводу результатов 
Гюйгенса Валлис 3 применял метод неделимых. Касательной 
к циссоиде занимались Ферма * и Роберваль 5. Ньютон 6 тает 
органическое образование циссоиды. Прямой угол РОН со сто- 

Фиг. 20 роной ЕР определенной длины движется так, что точка Л’ идет 

по прямой ОГ; в то время как сторона СН проходит при 

движении через неподвижную точку Ё, находящуюся от О на расстоянии, равном 
РС, середина отрезка РС: описывает циесоиду. 

141. Угол касания. История угла касания начинается с 16-го положения 
Ш книги „Начал“ Эвклида: „Прямая, проведенная от конца поперечника круга под 
прямым. к нему углом, падает вне круга; в пространетве между прямой и окружноетью 
не может упасть другая прямая; и угол полуокружности более всякого прямолиней- 
ного угла, остающийся меньше“ 7. 

Представляет ли величину такой угол, меныший всякого прямолинейного угла? 

Такова математическая проблема ХУГ в., при решении которой пользовались 
чисто схоластическиым методом. Речь шла 0 возможности подведения угла касания 
700 класс величин. 

Но самый класс величин не определялся, не строился, а просто извлекалея путем 
своего рода рефлексии уже в готовом виде, различные же его свойства извлекались, 
так сказать, по мере надобности. Тут я должен отметить, что большим заблуждением 


1 См. АроПоп Регдае Орега (е4. Нефег=); Тезхетга, Соаез зрё&а]ез, т.1, стр. 1 — 11. 

” Ниудепв, Оепугез, т. 2, стр. 144—151, 164, 170, 118. 

3 Уз, Тгасбафиз био, Орега, Мадв., Охошве, 1695, т. 1, стр. 515. 

* Еегтод, Оемутез, т. 3, стр. 248. 

> Вобето, Мбт. де ГАс. ез Зс., 1730, т. 6, стр. 61. 

6 0б органическом образовании кривых см. конец „Перечисления кривых третьего 
порядка“. 

Т Эвклид, Начала, зв перев. Ф. Петрушевского. 
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является та мысль, что решение схоластических споров сводится лишь к надлежа- 
щему выбору терминов. 

Чисто схоластическая задача об угле касания — более серьезна, чем это может 
нам теперь показаться. Если мы теперь не рассуждаем об угле касания, то вовее не 
потому, что мы нашли уже исчерпывающее решение этой проблемы, так волновавшей 
Клавия, Пелетье, Кардана и многих других математиков, а просто потому, что мы такие 
проблемы исключили из области математического исследования, хотя в нематема- 
тизированном мышлении мы и производим сравнение прямолинейных и криволиней- 
ных углов. 

Нельзя здесь считать решением ссылку на то, что угол между прямой и кривой 
есть по определению угол между этой прямой и касательной к кривой, на основании 
чего все углы касания равны. 

То, что мы называем до начала математического изучения (и, следовательно, то, 
что дается упомянутой рефлексией) углом между кривыми (хотя бы мы и не были 
в силе выразить это словами), конечно, не тожественно углу между касательными 
к кривым. 

Эти два угла равны только в том случае, если призналь угол касания равным 
нулю, так что упомянутый выше аргумент порождает ложный круг. „Угол между кри- 
выми — это угол между касательными“. Это чисто номинальное определение термина 
угла употреблено в смысле, безусловно, расходящемся с тем определением, которое уже 
находилось раньше в нашем уме, так же как положение, выдаваемое за аксиому, 
’& именно, что наклонение двух кривых измеряется наклонением их касательных. 

Вне сомнения, эта формулировка содержит гораздо больше, чем то, что может 
быть признано очевидным. Очевидна здесь не пропорциональность этих наклонений, что 
‚невозможно было бы установить, ибо для этого оказывается необходимым третье: нали- 
чие меры наклонения двух кривых, соответствующей дуге как мере наклонения двух 
прямых. Очевидно только то, что с возрастанием наклонения касательных возрастает 
наклонение и кривых и обратно. К сожалению, мы не можем здесь останавливаться 
на интересных аргументах, выставлявитихся ВКлавием и Пелетье в пользу их тезисов. 

Пелетье ! доказывает, что в кругах углы, образуемые диаметром с окружностью, 
равны. Угол касания по Пелетье не представляет величины. Над ним невозможны те 
операции, которые предполагают понятие величины. Он, видимо, соглашается с тем, 
что все углы — величины, но настаивает на том, что угол касания — не угол. „Вся- 
кий угол, — говорит он, — состоит в сечении, а не в касании“. Заставляя прямую АС 
вращаться ‘вокруг точки кривой 1, он старается убедить, что в момент совпадения 
этой прямой с касательной в точке А мы должны говорить об исчезновении угла. 

Иначе думает Клавий?, по которому угол состоит из одной точки и наклонен- 
ных линий (безразлично— прямых или кривых), которые лежат не в одном направлении, 


1 Раеатя Еететба ЕасН@з, 1557, а4. Ш, 15—16, стр. 297; Самот, т.2, стр. 583; Мон- 
тиба, т. 1, стр. 504. 

2 Сюзи Еетепба ЕцсН1з, Вошае 1574, т. 1, Зев. аа Ш, 16, стр. 110—116, а4 У, 5, стр. 181, 
24 ПТ, 34, стр. 126; 1589; т. 1, а4. Ш, 16, стр. 565; Саплог, т. 9, стр. 556; Мотиаа, т. 1, стр. 506; 
Сатаии Зе Зи аде, 1550. Ре БащепИа №. 16, стр. 980 (в его Офега); Салдот, т. 2, стр. 489: 
Меиотл Решер1а, пер. Крылова, Поучение к лемме 11, кн. 1, отд. [. 
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как это ясно из эвклидового определения угла’. Но ЁКлавию приходится обобщать 
понятие величины, может быть, и незаметно для себя, принимая за величины и те, 
которые не удовлетворяют так называемому постулату Архимеда. 

142. Бесконечно малое высшего порядка. Лля Ньютона еще суще- 
ствует актуально бесконечно малое и поэтому для него есть и угол касания. В угле 
касания, образуемом касательной к кривой и ее дугой, нельзя провести дуги кругов 
меньшей кривизны. 

Ньютон, в противоположность Пелетье, принимает углы касания за величины, 
как и прямолинейные углы, но только относит их к различным классам, так что 
действия над величинами различных классов производятся по другим законам, чем 
действия над величинами одного класса. Ньютон здесь подходит к понятию бесконечно 
малых высших порядков, которым вполне овладевает Лейбниц. Ньютон указывает, что 
углы касания для одних кривых оказываются бесконечно меньше, чем для других. 
Порядок малости угла касания является порядком малости бесконечно малых в совре- 
менном смысле. 

143, Синкопированная алгебра. Ньютоновское „шт“, которое стоит на 
месте нашего „умноженного на“ — это интересный остаток синкопированной (полу- 
символической) буквенной алгебры, каковой она является все первое время существо- 
вания. Чтобы ознакомить с ней читателя, я приведу выдержку из Виеты: 5 А 
лаг. - В2 ш А аедиататг й р!ало. А -Р В е5 Е. от Е диаг. аедааяг й р!апо -- 


-- В диаг. Сопзесбаттит. Надие ИЙ рат. -- В дцайг. — В е3 А. 
В русеком переводе: 

„Пусть А квадр. -2В на А равняется 7 плоскомт. А -- В есть Е. Значит, Е 
«вадр. равняется. и плоскому — В квадр. 


Следствие. `Итак: 
УР плоек. - В квадр. — В евть А“. 
144. Это следует понимать так: 


АЕ: Ае = ВК: 46, 


:У=0-ж: 46; 
Откуда 
де —=о-т- и; 
а так как 
х=1, то де =0-1; 
затем 
са: аЕ = 4е:е р; 
откуда 


1:2=0у:е0, е)=о-у2 
и так далее. 


1 Эвклид, Начала, кн. Г, опред. 8. 
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145. Первая лемма анализа бесконечно малых. Это значение полу- 
чается не лля НО, & для 


__ УХ СЕ? 
С — 2. 


Не 


Но Ньютон вместо Не просто подставляет НО, говоря, что он принмиает 
за равные величины, отношение которых десконечно мало отличается от единицы. 
то принятие одной величины за другую производится в пропорции: 


а:6 =А:(В-— 39), 
где В 3 заменяется В. 
Эта операция, конечно, может обосновываться на принципе исчезновения беско- 


. АЬ 
нечно малого перед конечным, а ‘именно из В8=— следует: 


в_ 46 
|) 
так как 
В--В= В, 
и затем 
ц:6 = А: ВБ. 


Эта форма вывода сближает Ньютона с современной математикой. Наряду 
< исчезновением бесконечно малого перед конечным выступает и эквивалентность 
величин, отношение которых бесконечно мало отличается от отношения равенства 
‚И которые могут заменять друг друга в членах отношения. Лено, что мы здесь имеем 
в еще смутной эмбриональной форме первую лемму анализа бесконечно малых \. 

Очень характерно выражение Ньютона: „отношение &:6 отличается бесконечно 
мало от отношения равенства“, & не от единицы, как скажем мы?. Чем объясняется 
такое выражение? | 

Для Ньютона всякое число можно рассматривать как отношение, но еще не 
всякое отношение является числом. Отношения уже могут быть меньше и больше, 
можно их даже сравнивать вычитанием и над ними производятся все формальные 
действия, но они все-таки еще ме являются числами 3. 

146. Ошибка Ньютона. Эта пропорция ошибочна. Из пропорции АВ: ВК = 
— БА: ВО вытекает, что 


пропорция 
1+ 22—2:1-22:: АО(у): ОН 


1 Впервые у Дийате[, Е]6тепфз да са! шип 6зтпа], Раг1з 1860. 
2 Воф. биптрзоп, Орега теЙдаа, СЛазоаае 1176, Ое Иш1ЯЪаз. 
3 №Мешюп, АтТИВтейса ишуегзаИз, 1707. 
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дает: 
1:1-- 2= АР:РН 


ИЛИ 
АДР: РН: += ; | = В0:(АВ-- ВО) — ВФ: 4% 
147. Точка прямизны. Ньютоновское понятие точки прямизны не. вполне 
совпадает с понятием точки перегиба. Это — та точка, в которой касательная имеет 
касание порядка выше первого. Если у” ==0 и И” ==0, то мы имеем точку перег@да. 
Если 1/” = 0, у” =0, ТА —0, то нет точки перегиба, & есть точка ирямизны. Поэтому 
Ньютон и говорит, что точка прямизны дольшей частью (но отнюдь не всегда) является 
границей противоположных изгибов. Не владея производными высших порядков, Нью- 
тон, однако, не хает условий, соответствующих различным случаям. В скрытом виде 
г это у”, и правило Ньютона для разыскания точек прямизны, состоящее в приравни- 
вании 2 нулю, сводится к решению уравнения 1/”=0. Но это решение должно быть 
восполнено исследованием 1” 
148. Проверк 


га / го 7Ф\0,/// г.73 ’2)} 
и. ий А и— и 


3 Л, 
ту” "| уу” — С у?" 
| ы. — Зи р РУ утру 


149. Радиус кривизны в вершине кривой. Теорема Ньютона может 
быть выражена так: 


р = Ат у’ 
и=о 
у = о 


Ее можно вывести, применяя известное правило Лопиталя. Так как здесь при у=0,. 
4’ = со, то обязательно и у”=оо; если р конечно, то 


3 
1 у 2 73 #3 
вв (9 ту } шо Миа (9% }, 
у У 1. 


3/72 
но вместе с тем 
у 


(1/’) 


—1 


та | 4/9, = Им | 


у=о0 


у 9/3 
. 2 . 1 

— т | | = Нм У 
1] У 


1”? 


Конечно, Ньютон свою теорему выводил иначе. Вероятно, это было какое-либо чисто’ 
синтетическое доказательство вроде, например, следующего: 
Из подобия треугольников 1ВС и ОВА (фиг. 21) еледует: 


1С:АВ= АВ: АР, 
АС:У=и: 2, 


Абу. и при =1; Аб=уу. 
НИ 
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Но вследствие того, что отношение 4АС:УС бесконечно мало отличается от отношения 
равенства, то 


Это доказательство можно провести по-современному (введя понятие об эквивалент- 
ности бесконечно малых и первую лемму анализа бесконечно малых). 
150. В этом обозначении последний член пропорции, определяемый пропорцией. 
ра— ОР. ВЬ 
ВО 
151. Кинематическое понятие о кривизнё второг о порядка. 
Ньютон не довольствуется кривизной в обычном смысле, 
вривизной первого порядка, и устанавливает понятие 
о мере изменения кривизны, что можно назвать ируи- 
визной второго порядка. 
За показатель неравномерности изменения он 06 С 


‚ соединяется со своим значением знаком равенства. 


принимает не скорость изменения радиуса кривизны р, 
4 ее отношение к скорости изменения дуги $, т. е. 


а 
-Р, для нас че. Если бы показатель неравномерности ФИГ. 21 
№ 


4 
был определен чисто формально дробью х = =, ‚ то положения Ньютона тотчае слело-- 


вали бы из равенств: 
ар _ а’ _ 4 — @$ 
45 а’ “ 45’  а5' 
По Ньютону 


о: 6’ 0. 5 
Если 
В — Ко’, 
== 45” 
то 
Фф _ ар’ 
45 45’ 
ИЛИ 
о-р __ 0 )' 
0.3 0-5’ 


Ньютон эти положения помещает раньше определения, чтобы по аналогии 
с ускорением, обнаруживающим те же свойства, не доказать, но ‘убедить читателя 
принять эту величину за числовую характеристику неравномерности изменения кривизны 
152. Кривизна высших порядков. Определение различных элементов 
соприкасающихся кривых второго порядка было сделано Ампером! (изучена соприка- 


1 Атреёге, Эиг 1ез ауапбасез ди’оп рейф геЯгег дапз Ла $В6оме 4ез соитфЪез 4е 1а сопз1ае- 
таол 4ез рагафо]ез озса]афт1сез, Топгп. 4е ГЕс. Ро1у%., +. 7, В. 19, стр. 159, 1808. 
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сающаяся парабола согласно идее Ньютона) и Эннепером ! (общий тип кривых вто- 
рого порядка). Конечно, не все параметры соприкасающейся кривой принимаются за 
определяющие кривизну, а только те, которые не зависят от выбора координат, 
т. е. представляют собою инварианты; остальные определяют положение заданной 
кривой. Формула для ньютонова показателя неравномерности кривизны следующая: 


($ 


3 
р ‚ @- у”)? 
Чу О 3] | 


и, как следует из самого его определения, зависящего от р (радиуса кривизны, не за- 
висящего от осей координат) и от $ (дуги, тоже не зависящей от них); эти величины 
инвариантны при преобразовании координат, что легко проверить и непосредственно. 
Выражение, стоящее в скобках, — это $00, тангенс угла, образуемого осью отжлоне- 
‚ния в нормалью к кривой. Ось отклонения согласно 'Транеону ? определяют так: 
точка кривой 1 соединяется с серединой хорды, бесконечно близкой к касательной и 
ей параллельной; 6 можно рассматривать как кривизну второго порядка. 

Понятие о кривизне более высоких порядков и теоремы, относящиеся к ним, 
можно найти в моих работах 3. 

158. На основании того свойства пропорции 

а: =: 4, 

что 


а = (ав): (6 а), 
где и = БР, 6= РО, с= РК 4=РС. 


154. Эта формула, конечно, найдена Ньютоном синтетически. 


р 
Из подобия треугольников АРО и с4АП выводится, что =. =—- ‚ Но 
ра —_ а 4<°2—-0<? —_ 4? 4? _ 2—2 Пе _ е__ 
ее’ 2 ее’ 2 ’ & уд 


155. Ньютон употребляет вместо термина „показатель неравномерности кри- 
зизны“ просто „неравномерноеть“. 


426 а? 
156. Махирит и пупиоит определяются из условий: 1.2 = 0 ИЛИ 15 — 0. 


157. Обратная задача о площадях. Так можно называть задачу об 
‚определении уравнения кривой по выражению для площади криволинейной трапеции 


а==о (1), (1) 


1 Епперет, ФЪег (Ше Озси1. Кехе]зсвиие. ИеЦ. Ё. МадЪ. ипа Рьуз., 1874, стр. 138. 
2 Ттатзоп, Весвегеве зиг 1а соитиге дез Попез еф дез заг{Ёасез; Ломгп. 4е ГлопуШе, 1841, 
т. 4, стр. 191; батоп-Ечеег, Ап]уйзсве беошейе 4ег ВбЪегеп ефепен Кигуеп. 


3 Д. Мордухай-Болтовской, О кривизне плоских кривых, „Известия Варшавского поли- 
ттехнического института“, 1907. 
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которая основана на формуле 2==у (по-нашему 2’==у) и решение которой опреде- 
‚ляется формулой: 


у=е” (2). 


Так как диференцирование хонечного выражения дает опять конечное, то с0- 
глаено Ньютону можно дать сколько угодно кривых с площадью, выраженной конеч- 
ным образом. При этом „конечное выражение“ можно понимать и в смыеле алгебраи- 
ческого и в лиувиллевском ! смысле транецендентного конечного класса. Ньютон, не 
владея всеми формулами диференциального исчисления, не старается доказать свое 
утверждение даже для алгебраического случая, хотя своим методом подстановки (без 
явного употребления формулы для производной сложной функции) он уже дает все 
для такого доказательетва. 

158. Жизненный нерв интегрального исчисления. Следует резко 
отличать основные идеи анализа бесконечно малых от его вычислительного аптарата. 
Можно пойти очень далеко, пользуясь двумя принципами: 1) заменой в пределе 
суммы элементов эквивалентными им величинами, 2) принципом Кавальери ?. 

Первая ступень определения объема цилиндра или конуса — это разделение 
его на бесконечно малые элементы (ломтики, ограниченные гранями, проходящими 
через ось), замена их эквивалентами (входящими или выходящими пирамидками) и 
суммирование. 

Вторая ступень — доказательетво равновеликости двух объемов по принципу 
Кавальери вследствие равенства величин, эквивалентных элементам объемов (таким 
образом доказывается, что полусфера равновелика цилиндру без вставленного в него 
конуса). Затем мы можем снова применять первый принцип, заменяя элементы эквива- 
лентами уже более сложного типа, для которого формула объема устанавливается 


в помощью принципа Кавальери. Затем возможно опять прибегнуть к принципу 
Вавальери и т. д. 


Мы получаем ряд типов: 


Аь, Ао, Ао, Ас, Ао; Аоос» .. 


Переход от Ак Ах, определяется принципом замены в пределе суммы (точка зрения 
потенциального бесконечно малого) или в сумме (точка зрения актуального бесконечно 


малого) элементов их эквивалентами; переход А, — А определяется применением прин- 
‘ципа Лавальери. 

Аппарат интегрального исчисления приводится в движение, как только обна- 
руживаетея возможность сведения определения суммы бесконечного числа бесконечно 
малых (по-нашему предела суммы), к которому сводятся основные задачи об опреде- 
лении площади (а затем дуги, объема, поверхности), — к задаче, обратной диферен- 


цированию, т. е. нахождению по производной (флюксии) — первообразной функции 
(флюэнты). 


1 Саз Неа оп @ез ф4гапзеепаенез, Фоптпа1 Че ГодуШе, т. 1, 2; ем. мою работу „Об 
интегрировании трансцендентных функций“, Известия Варшавского университета, 1918. 
‘2? Нет:е, депейзсве Э$егеотейт!е, 1е1р21о 1886. 
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Вывод основной формулы: 


6 
Ге аз = Е(®)— Е(@), (1) 


где 


ГЕ) 4: = Е (2) С, 


или, верней, некоторого ей эквивалентного положения, и представляет наиболее важ- 
ный момент в теории флюкеий. 

Что является особенно характерным, —это искусное для того времени избежание 
разложения площади на актуально бесконечно малые элементы © помощью приемов 
Кавальери и Веплера. 

В современных учебниках рассмотрение интеграла как предела суммы является 
неизбежным. Если это не возводится в определение, то доказывается. У Ньютона 
интеграл есть только первообразная функция, и он вовсе не доказывает, что это— 
сумма бесконечного числа бесконечно малых. Ньютон рассматривает образование 
площади посредством движения изменяющей свою длину ‘прямой. 

В основу своих рассуждений Ньютон кладет положение, которое он не дока-- 
зывает, но которое представляется и ему и другим очевидным без проникновения 
в зернистое строение пространства, предполагаемое методом неделимых. 

Это основное положение определяет отношение скоростей описания пло- 
жалей или их флюксий. А имевно, они относятся, как длины описывающих 
прямых. 

Описанная в момент времени площадь мыслитея Ньютоном не как линия и не 
как бесконечно малый входящий или выходящий прямоугольник, ‚& как бесконечно 


малая криволинейная трапеция. При этом площадь © равна у.20 вовсе не потому, 
что она равна (или эквивалентна) прямоугольнику с высотой у и основанием 40, 
& потому, что имеет место пропорция: 

в 1 


4 1’ 


отношение скорости образования площади © к скорости образования прямотголь- 


., ОВ 1 
ника с высотой 1 равно отношению зЕ=-. Если взять один момент вре- 


мени, то следует этот момент умножить на скорость и получится у-хл. Формула бо- 


лее простая, б == 1), получается, если положить ж=1, т. е. принять скорость изме- 
нения абециссы равной единице. 

159. Обобщенная обратная задача о площадях. Если пользоваться 
более удобным и привычным для нас обозначением, то речь здееь идет об определении для 
данной кривой: 


Ф (х, /) —= 0, (1) 
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другой кривой 
| Ф(х, у) =0, (2) 

так, что 
Ч (5, $) =0, (3) 


тде би $ — площади кривых (2) и (1). 
Задача, конечно, неопределенная. Если взять еще 
Х == (2), (4) 


где относительно 9 ставится только то ограничение, что она выражается в конечном 


виде, то, имея в виду, что 
5=8 (2) (5) 


известна нам, остается только с помощью (3) и (5) найти 
8 = (5) (6) 
и для отыекания У подетавить значения Л и © из (4) и (6) в уравнение 


ау 
о _ 
ах =*. ( 


‘ат 


) 


160. Псевдоэллиптические интегралы. Примеры Ньютона соответ- 
ствуют подбору псевдоэллиптических интегралов. 

В настоящем случае, имея в виду, что площадь круга выражается через 
функцию атезш, мы имеем разыскание интегралов, выражаемых через атс 1. 

Например, из трех уравнений, которые при пользовании нашим аппаратом сим- 
волов напишутся так: 


` 


а ‚ 2— а, д. 
ал —- 25 &1е9т —— -- — “Иа — 27? =, 


У у 
ау ” 


ах — 4? == 1/2, 


Х выразится в конечном виде через У с помощью круговых функций. Кривая — транс- 
цендентная. 

161. Дальнейшее обобщение задачи о площадях. Ньютон далее 
берет вместо уравнения (3) комментария 159 уравнение 5 = © (х, 5). 


1 О псевдоэллиптических интегралах см. мою работу „Об интегрировании в конечном 
виде линейных диференциальных уравнений“, Известия Варшавского университета, 1910, 
Введение, стр. 39. 
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162. Флюксия как свободный вектор. Ньютон тпотребляет выра- 
жение: описывается флюхсией. В этом смыеле флюксия является не отвлеченным 
числом и не скаляром, & геометрическим объектом, именно отрезком прямой, имеющим 
столько единиц длины, сколько единиц в флюксии, параллельным движением кото- 
рой образуется площадь. | 

163. Обычным синтетическим методом Ньютона эта пропорция 
выводится из подобия Л М и ЛЮР= Л ГБР (фиг. 22). 

164. Обобщение основного кинематического принципа Ньютона. 
Здесь Ньютон впервые употребляет свой принцип отношения скоростей площадей 
в обобщенной форме. Площадь у него описывается не прямой неизменной формы, 

но деформирующейся дугой, причем меняётея не только 
| ее длина, но и кривая. Сравнение относится к сектору 
спирали и прямоугольнику в квадрате. 

165. Тригонометрические разложения. 


Ньютон, вероятно, имеет в виду кривые, определяемые: 
параметрическими уравнениями: 


2— 4#-- У, изтл-- У, 6, 60$ Л, 
1 1 


” 


у= В: -- у, сзшл-- У, а, созЛ. 
Фиг. 22 =’ " 


Возможность нахождения площади такой кривой основывается на том, что: 
Ньютон в скрытой форме находит производные синуса и косинуса. 


В самом деле, из подобия треугольников [К и Г.БР (фиг. 22) следует, что. 


4(1 — 6080. _ | 
В = . 


166. Ньютон уравнение кривой пишет в виде { (х, 2) —=0; 
замененной через у (ординату кривой). 

167. Сведение механической кривой к алгебраической. Все 
сводится х преобразованию координат, например, к замене уравнения молярнозо: 


Г (7,0) =0 декартовым ] (5, у) = 0, также построенным относительно (5, у), как первое 
относительно (х, 6). 


2 следует мыслить. 


. 93 р 

168. Версьера Аньези. Вривая у = ще называетея версьерой Аньези- 
а-я 

в честь исследовавшей ее женщины — математика Аньези 2. 


Кривая известна была 
и Ферма 3. 


1 Геометрический вывэд производных зшл и с03з ху Котеса см. Соёез, АезИтайопев- 


етгогиш ш п]хба шафез! рег уат1а опез рагбат &МапоаН ра еф зруаеше!, 1799 ; Самох, т. 3». 
стр. 360, 412. 


2 11. Адпея, шзИбаот1. апаПеве; Сатёот, т. , стр. 898. 
3 Оецугез, 4е Ееттл%, т. 1, стр. 278; т. 3, стр. 28$, 284. 
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169. Разложение арктангенса. Ньютон дает не только разложение - 


+ 273 25 
ато о и — И 
с 3 5 р 
в ве РИ — 1 1 
> 5 — 328 Г 5 


то [ 4х равен площади криволинейной трапеции 5АаБЛ. 


и 


со а 
Если же т‚<0, то [ ух = — / 4х, т. е. площади между дугой кривой из 
а со 
асимптотой. | 
Если 9) меняет знак в промежутке от 4 до 6, то интеграл равен 


Ь4Е — ВОЕ. 


Нлощадь АЕОС получается преобразованием координат, если перенести ОЖ. 
вниз параллельно самой себе, т. е. если положить 


=, У= Г 6, 


ь ь ь ь ь 
5= / у2= (9—6) ах = | уай— с 4» = | уахт — с (6 — а). 
"= 1—4] 


а, 


Далее, 
____ Мы ОНИ НЫ 
аа пах [АХ дах 
д | _ х ' Хх! Хх ’ 
—_ 0 
гле 
Х=#--у 
И в 
[4 аа и 
Х д | _ д ° 


171. Ряд Лорана !. Один из этих рядов будет сходящимея, другой раехо- 
дящимея. В комплексной области, как известно, такие двойные ряды имеют значение. 
Теорема Лорана определяет область применимости такого ряда. 


, + Р. Гамтем, Сотрез Кепдяз 4е Ас. 4ез. Бе. 4е Раз 17 (1343), стр. 938; Т/еег таз, 
\ехке, т. 1, стр. 51. 
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172. Недосмотр Ньютона. Ньютон не сгазьт определенно вопроса, за 
какие десятичные знаки можно поручиться. При сложении ошибка нарастает. Действие 
производится над 19 числами, веледствие чего в результате следует отбросить не 
один, а два последних знака. 

Результат слезует брать только с 14 знаками после запятой. 

173. Лейбницевское и ньютоновское вычисление т. Лейбниц дает 


разложение: 


к 1 1 
— == 1 — — — ве.» 
: += 
‘которое выводится из выражения для площади версьеры: 
я — 1 
УТ 


`Ньютоновское разложение получается из 
1 


4 
/ Уз— дах, 
0 


т. е. из интеграла, выражающего сегмент круга. 

174. Канон. Канон представляет собой сперва общее правило решения гео- 
метрических или алгебраических задач. В этом смысле этот термин употребляется 
старыми авторами. Затем канон — это уже таблица величин, расположенных в опре- 
деленном порядке 1. 

В этом смысле натуральным каноном треугольников (Сапоп пабатгаИ$ &1алеи- 
]огит) будут по-нашему таблицы натуральных тригонометрических величин, искус- 
ственным каноном треугольников (сапоп атийсаНз ф71атеогат) — логарйфмические 
таблицы тригонометрических величин. Также существовал канон (зехасепати$) для 
приведения шестидесятиричных дробей к десятичным. В астрономии имелись: сапоп 
азсепз1опита гесфагат, сапопез эедааПиат тобаит © ргозарпаегез1отилт и т. д. 

175. Это геометрическая формулировка перехода от натуральных логарифмов 
к десятичным : 

10.55 К М; ей М №; 
1 10-6, Х№=ШИ; 150 № = Ш М. 1606; 
1 10 = 2,302585..., №0е==0,48429... 


176. Формула интерполирования для логарифмов. Разность 


= 0—1 (п — 2) 


[у 
‚сводится К а--„-+..-, где 


х 
а— 8 @--2) —8(и— 2). 6 Рэя = ° 1 х 
я Ри. 
Тя Г. 


1 К#9е1, \/бгфеграсв. 
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177. Это — зародыш метода интегрирования в расширенной новыми трансцен- 
дентными функциями области. Таковы, например, исследования Серре! о выражении 
дуг алгебраических кривых с помощью эллиптических функций. 

178. Интегрирование рациональных дробей приведением к ин- 
тегралам от иррациональных выражений. Этот пример очень характерен. 
Не владея функцией и знаком арктанзенса, Ньютон не поступает, как мы, он не 
пишет 


д, 
=== о ато (1) 
== 


но приводит к площади криволинейной трапеции, ограниченной дугой круга АБС, 
т. е. к функции ^Х (& = / Уз— 24Е, выражаемой через алгебраические функции и 


арксинуе. Известно, что 


Х (© = уР—Р —— ы += атезт _ (2) 
тогда, - 
=? — 8—2) ($), 
тричем 
(2 
Уна. 


Выходит, что Ньютон интегрирует рациональные дроби, приводя их к интегра- 
лам от иррациональных выражений. 

Другие авторы, например Бугенвиль, делают это и более откровенно, совершая 
это приведение с помощью подетановки ?. 

179. Доказательетво этого утверждения элементарно. 

180. Кривая каппа. Кривая 1/2 (42 — 4?) = — известная каппа — кривая 
или кривая ван-Гутшовена, ученика Декарта, который первый отметил эту кривую 
в письме к Гюйгенсу. Этой кривой занималось много математиков. Построение каса- 
тельной дал Слюз 3. 

Эту кривую Ньютон, вероятно, заимствовал у своего учителя Барроу *. 


12? 
Для определения © в настоящее время мы будем выражать | УРя через 
д, — 


арксинус. 
Результат, полученный Ньютоном, найден бых'раньше Гюйгенсом. 
73 
181. Площадь циссоиды. Уравнение циссоиды у? = Щи: 


1 беттеё, опгпа] 4е ГЕсо]е Роуф$еевтоаче, 35; также бегтеф, Са1с] 1т46ета1, стр. 252. 
2 Воиаатя Це, ТгаЦё 4е са1сй1 1п462та1, 1154. 

3 Оецугез 4е Нчухепз, 4, стр. 207; длто Гота, цит. воч., гл. 9, стр. 122. 

4 Ваттош, цесЯопез хеотейтсае. 


23 Зак. 3296. Ньютон 
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оный 


УЯ 
й— 


Площадь выражается интегралом | "и 4х хорошо известного типа. 


Ньютон не упоминает о теореме Ферма !, еще раньше доказанной Гюйгенсом 
в 1658. г., что площадь части, ограниченной циссоилой и асимптотой, втрое больше 
площади образующего круга. 
Другая теорема Гюйгенса ? состоит в том, что плошадь СМАМС =3СГАМС 
(фиг. 23). | 
Читатель может это проверить, заметив, что полярное уравнение циссоиды 
273112 ® 


есть 9 = — со8о ‚ И Найдя , 


к 
2 
°. Зпу? 
в? | $314 ®о® == у — 9у2, 
0 


о 
Здесь СМАМС=3 53 = |. 
СГАМС — 1? — -- 


182. Площадь выражается суммой интегралов: 


|-. # 
Г ® 2 __ о 
Фиг. 23 | У с*— за | Уе—2 42, 
| 2 


0 0 


из которых каждый берется в конечном виде в круговых и логарифмических 
функциях. 

Первый имеет определенное геометрическое значение, выражая отрезок сег- 
мента СОР. Второй дает выражение площади ПРЕ. Аналитически приведение 


® 1 
второго к площади гиперболы производится подстановкой =. 


183. Это выводится опять из рассмотрения подобия /РОС и бесконечно малого 
треугольника, который строится проведением ПЛ’ | РО, ОК | ри КОК 
(фиг. 24). 

184. Спрямляющие кривые. Как квадратрисам в общем смысле, орди- 
натами которых определяются площади заданной кривой, так и кривым с ординатами, 
равными дуге данной кривой, математики эпохи Ньютона приписывали слишком большое 


значение. Если уравнение данной кривой у={ (1), то уравнение такой спрям- 
ляющей кривой будет: 


У= | УГ Р(@ 4х; 


1 Реттай, Оепутгзз, т. 9, стр. 454. 
? Ниудетв, Оезугез, т. 2, стр. 170 — 113; т. 1, стр. 85; т. 3, стр. 238; 7 зи, Тгас$а аз до. 
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площаль ее есть: 
мы ен 
— 72 а 
я ЛУ Ут (2) аз у 


185. Уравнение кривой здесь есть: 


ИЛИ 
1/2 (52 — 47?) = (42 — 2-Е 5х)?. 


у 242 
Из двух интегралов | уе И 
с 


| У2— 22 42 первый выражаетея алге- 
5 
—& 


ы Р 
браически, второй приводится к круговым функциям. 


186. Здесь фигурирует интеграл, который при- 
ходится вычислять и при определении поверхности 
вращения. Заметим, что интеграл 


Е а 2 
42 
тыта 


псевдоэллиптический; к нему следует применить подста- 
НОВКУ 22 ==, 

187. Для большей яености следует провести ОГ|| Сс и рассматривать подобные 
треугольники 


А Ра’ и ЛОСК. 


188. Прямоугольные треугольники 41) и АДС имеют общую гипотенузу 
и равные острые углы, как имеющие взаимно перпендикулярные стороны. 


„ 27 уу 
1 1 — 
189. Из уравнения касательной ис у „“==1 при у==0 получается: 


а2 


СА=я=—— и СА: АР=РА: АМ. 


190. Ньютон и книга У „Начал“ Эвклида. Ньютон здесь, как 
и в своих „Началах“ 1 не везде, но местами старается придерживаться образцов 
античных математиков. С пропорциями он опёрирутет, как Эвклид в книге У „Начал“, 
т. е. мысля члены отношений не как числа, а как геометрические величины. 

Как и в анализе бесконечно малых, его формальные операции отстают от его 
идей, здесь идущих в направлении арифметизации. Термины, которые он употре- 


1 Ньютон, Математические начала натуральной философии, т. 1, перев. А. Н. Крылова, 
примечание на стр. 59. 


23* 
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бляет здесь, вполне эвклидовские (конечно, в переводе с греческого на латинский, 
данном переводчиками и комментаторами Эвклида). 
Если 


то дозволенные преобразования этой пропорции получают названия: 
регпофат4о, или аКегпатдо а:с=6:а, 
шуевет@о (я перевожу: обращение) $:а=4: с, 
сотропепдо (а--5):6 = (ве -- 4): а, 
ЧГ19епдо, или ЧГуз1т (я перевожу: деление) («—65):6 = (6 — 4) : 4, 
сопуетвет4о а: (а — 5) =с: (с — а), 


шхИю (а--5):(а— 5) = (с а): (е— а). 


Валлис !, комбинируя эти термины, создает составные термины для 52 пре- 
образований. 

191. Здесь Ньютон мыслит, конечно, в духе Вавальери, хотя мог бы придать 
этому месту текста и другую форму, более соответствующую его идее образования 
площади движущейся прямой во времени. Ее)Я просто мыслится отожествленной 
с бесконечно малым параллелограмом со сторонами ЕВ и Сс. 

192. Уже здесь встречаются идеи, легшие в основу метода последних и первых 
отношений, подробно развитого Ньютоном в „Математических началах натуральной 
философии“. См. комментарий 221. 

193. Ньютон здесь вполне сознает, что во всех только что приведенных дока- 
зательствах он примыкает к прошлому; он действует так, как его современники или, 
вернее, как предшествующее ему поколение. Теперь он делает шаг вперед и ста- 
рается говорить на своем языке. 

194. Уравнение окружности представляется в виде: 


у: а—ж:::у. 


195. В прямоугольном треугольнике АЁЁ высота ЕН перпендикулярна к гипоте- 
нузе. Следует отметить, что АД = ЕЁ и поэтому 


АТ = НЕ(ДАРС <> АНЕЮ. 


196. Ньютон здесь вводит новое обозначение: 


Т) означает флюксию Г). Если Г) ==у, то это то же, что у. 


197. Диференцирование при геометрических обозначениях 
Эти линии нужны были для проведения вывода с7ситическим приемом, основываю- 
щимся на расположении подобных прямоугольников. 


Та!йзи А]оега, 1685. 
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В динамическом приеме (с помощью движения) они уже не нужны. Основы 
выведены рассмотрением геометрических объектов во времени, но дальше идут чисто 
формальные операции. 

Переход от 

24 = 49 Х 9С, 
т. е. от 

26? = АФ - ©С, 
где 40 — постоянная, к 


2рох 9р= 49. 9С 


по существу представляет собой диференцирование (хотя и при неудобных геометри- 


ческих обозначениях). 
198. Основной принцип при выводе приближенных квад- 


ратур. Выше Ньютон занимался точным выражением неизвестной площади © через 
другие известные 
А, В, С, РБ, 


причем всегда в линейной форме: 


ГДе Л», у, р — известные постоянные. 
Теперь ставится задача о приближенном выражении 5 через 4, ВБ, С, О. 
Основная идея состоит в разложении 4, Б, С, Л) в степенные ряды: 


9—0 3. ]=00 3. 
А = ах", =, сд“, 

1=0 1= 

= ЕЯ = со 3. 
В= У 6", О= У а", 

1= 1=0 


в подборе ^, в, у, р так, что 
ад Ро» ре» -рар=0, 


и определении отсюда отношений 5, 5, >. 


Что касается 4, В, С, О, то Ньютон берет их так, что они выражают собой 
некоторые прямоугольники. ” 

199. Приближенная квадратура круга !. Ньютон дает решение 
задачи 0 яридлижениой хвадратуре круга, которая интересовала математиков эпохи 
возрождения. 


10 приближенных квадратурах см. ТаШеп, КопутакЯопеп ип Арргохпиаопеп. 
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Формулы Ньютона таковы: 


АРХЬВ —_ 2 
АВХ РЕ- (ар—р® 9 
т. е 
АРХ ОВ _2 
4 1 88° 
авх |5 РЕ-- АР] 


200. Обращение интеграла. Интересно отметить, что мы, располагая 
знаками логарифмических и показательных функций, вместо предлагаемого Ньютоном 
решения первой задачи будем брать следующее: 


2 = 96 ы (“== , 


# # 


— 


х=а (8 — 1); у=бе “8. 


Для второго случая 


ны Ня 
2 — Й Ие—“ в-И [ужи 4х. 
0 С Ус; 


Выражение х через 2 получается обращением интеграла 


ГУее—ая 4х 


и не выражается в конечном виде с помощью элементарных трансцендентных. 

201. Параллельные кривые. Рассматриваемые здесь кривые Лейбниц ! 
называет параллельными. О них смотри в курсе Бертрана 2. В простейшей форме 
доказательство общности нормалей у параллельных кривых должно состоять в том, 
что в случае перпендикулярности прямой к первой кривой 6А углы при 6 и А можно 
принимать за прямые. , 

Так как В =Аа и ВС |564, то прямыми будут и углы при В и С (фиг. 25). 

При таком доказательстве мы всецело находимся на точке зрения метода 
неделимых. 

Если же ввести сюда понятие предела, но не в даламберовском, а в ньютоновеком 
смысле, то можно исходить не из того, что углы при 6 и А принять за прямые, а из 
того, что углы при б и А будут равны. Они останутся равны и тогда, когда А совмеетится 
сб, т.е. угол при 6 окажется равным своему смежному, т. е. будет прямой. От равенства 


углов би Д делается заключение к равенетву углов при Ви Си к перпендикулярности 
прямой к кривой в А. 


1 Асба ЕгадКогию, 1692; Ма\Вета%. ЗсВтШеп, т. 5, стр. 270. 
2 Бебтата, Са]со] @6тепИе], Раг!в 1864, стр. 12, 18. 


К «МЕТОДУ ФЛЮВСИЙ» 359 


202. Касательные по Ньютону. Для Ньютона касательная здесь вовее 
не является пределом секущей. Ньютон вполне сознает негодность ныне называ- 
емого лежандровым! определения для кривой третьего порядка, которая может иметь 
общую с касательной точку, кроме точки касания. Он заменяет это определение другим: 
касательная—это прямая, имеющая одну общую точку с кривой и, прибавляет Ньютон, 
расположенная вблизи нее по одну сторону, чем он исключает касательную в точке 
перегиба. Последняя остается только прямой, наиболее близко примыкающей к кривой. 

Ньютон предполагает в своем определении, что точка не представляет собой 
острия. В этом случае ньютоновская касательная не от- 
сутствует, как в точке перегиба, а их имеется беско- 
нечное множество. Все прямые, проходящие через эту 
точку, должны быть сочтены за, касательные. Если ввести 
ограничение, что молча и делает Ньютон, и прямую про- 
водить только внутри острия, то, так как острие обра- 
зует угол меньше, чем любой прямолинейный, найдется 
только одна такая прямая, которая и будет единствен- Фиг. 25 
ной касательной в ньютоновском смысле. 

При настоящем исследовании Ньютона получается точка, возврата, а не узловая 
точка; это, конечно, вытекает из непрерывности изменения угла, образуемого каса- 
тельной с ОХ (или непрерывности вращения). Но Ньютон этого не подчеркивает. 

203. Эволюта и эвольвента. Геометрическое место центров кривизны 
данной кривой мы называем эволютой, а саму кривую — эвольвентой. Ньютон доказы- 
вает, что нормаль эвольвенты касается эволюты. 

Ньютон вводит эволюту для построения спрямляемых кривых. Идея сведения 
задачи об определении длины дуги кривой к изысканию эвольвенты и определению 
радиуса кривизны последней принадлежит не Ньютону, а Гюйгенсу 2. 

Чирнгаузен 3 исследовал эволюту эпициклоиды, Яков Бернулли * — логарифии- 
ческой спирали. Исследование кривых с подобными эволютами принадлежит Крафту 5 
и Эйлеру 6. 

204. Отклонение в сторону неделимых. Здесь Ньютон уклоняется 0с0- 
бенно резко в сторону точки зрения метода неделимых 7. Не только отожествляются 
прямолинейные отрезки с дугами, но и устанавливаются равенства величин вследствие 
равенства элементов, из которых они получаются (элементов, являющихся единовре- 
менно произведенными моментами), устанавливаются при этом как следствия аксиомы 
Эвклида: если в равным прибавлять равные, то получатся равные 8. | 


1 Лежандр, „Основания геометрии“ кн. 2, опред. 8. 

2 Ниудетз, Ного]оиа озсШадогаш; Саяфот, т. 3, стр. 140. 

3 См. Саот, т. 3, стр. 245. 

4 Лас. Ветпощ И, Асфа ЕгааЦогат, 1692. 

5 КтаГф, Сошт. Ретор. Ас., т. 2, 1721. 

6 Ищет, [пуезИсаИо сагуатию даае еуоаопе зи  зипИев рРодисии&, Сошш. Ас. Рехгор., 
12, М№оуа Аса4. Рефт., т. 1, 1788. 

3 См. письмо Валлиса в конце этой книги. 

8 Эвклид, Начала, кн. 1, акс. 2 
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205. Тангенциальные координаты. Кривая по принципу взаимности 
определяется не только уравнением между координатами ее точек, но и уравнением 
между координатами прямых !, которые она несет, например, касательными или 
отрезками на ОХ и ОУ, или величинами, им обратными, или длиною касательной. 
и отрезком и т. д. Еели взять вместо касательной нормаль, то получим наетеящую 
форму определения кривой Ньютоном. 


Длина нормали ч=у У1-Р у”; отрезок == уу’. 

Переход к декартовым координатам представляет интегрирование диферен- 
циального уравнения первого порядка. 

Данная кривая определяется декартовым уравнением, а та, с дугой которой 
проводится сравнение, — уравнением в бич: 


Ф& 1) =0. 


При решении произвольно берутся: 
1) зависимость между хи ($, 1}: 


2 == (6, 1); 
2) выражение дуги © через &, \, — обязательно в конечном виде: 
5 =$ (&, 1). 


206. Конечно, это уже чисто интуитивное доказательство и едва ли Ньютов 
его считает равноценным первому: 


е\ __ еА ед _ ед? 
АР АР-ед 442’ 


207. В скобках помещены значения величин, входящих в пропорции. Читать, 
следует таким образом: 

АС (которая равна 1): Су (равной У 1— 2?) =РО: СГ. 

208. Ньютон выражает координаты центра кривизны с помошью своих танген- 
циальных координат ($, \): 


Х =а (6, т), (0) 
| У = ($, 1), (2) 

а также радиус кривизны 
В = ($ 1). (3} 


Если уравнение эвольвенты есть ® (&, \) (3), то исключение &, м из уравнений (1), 
(2) и (3) лает уравнение эволюты: 


Н(Х, У)=0. 


209. Парабола Нейля. Согласно Валлису определение дуги полукуби- 
ческой параболы 1/2=—=23 было совершено Вильямом Нейлем в 1657 г. Результат 


1 Рщскет, Твеоше дег а]сергайзс№еп Клагуеп. 
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опубликован Валлисом в 1659 г.!. Этим занимались и ван-Хейрэт ? и Ферма 3. Мы при 


в .. 9% , 
нахождении дуги параболы Нейля найдем: | и! += 4х подетановкой. 


9х 


Ёрэг * утверждает, что Нейль дает не определение кривых, а сирямляющую 
кривую. Он выставляет теорему: если ордината кривой относится к нормали, кав 
данная прямая к ординате второй кривой, то площадь этой второй кривой 
равняетея прямоугольнику, построенному на этой прямой, и другой, равной дуге. 
первой, и приводит полукубическую параболу как пример. Ср. комментарий 184. 

210. Дуга эводюты выражается через РС, которая выражается в Хх, У (коор- 
динатах данной вепомогательной кривой Ф (Х, У) =0), и через ОА— дугу этой 
кривой. Эволюта предполагается определенной в тангенциальных координатах эволь- 
венты ® (& \) ==0. 

211. Задача не окончена, остается еще выразить 2 через $, $, подетавив сюда 
значения у и Ё То же следует сказать и об у. Дальше следует итти, как и в преды- 


дущем примере. 
212. Здесь мы имеем преобразование кривой, определяемой уравнением: 


Ф (2, 2) =0, (1) 
в Еривую 
Ч (У, Х) =0, (2) 
определяемую уравнениями: 
= У, а=Х. 3). 
д; 


Но г (дуга) == 06 (8 — долгота в радианах, р — радиус-вектор), а х==р. Уравнения (3) 
принимают вид: 
0 = У, 0 — Х, 


и дают из данной кривой другую, уравнение которой получается простой заменой 
полярных координат декартовыми. 
213. Уравнение циссоиды берется обыкновенно в следующей форме: 


2:3 22 


И —=———_. 
а— 1 у Ух (а— 2) 


Преобразование координат 


у? = 


—а—94:, УуУ=У, 
приведет к форме Ньютона. 


1 Орега, т. 1, стр. 551. 

2 Пезсачез, Сеоте{$та, лат. изд. Зовоофен, 1659. 

3 Пувзегва о 4е Ипеагаш сигуагат сит Шпе!5 гесИз сотрага Йопе (Оецугез, т. 1, стр. 211.. 
1660; Техета, СоптЬев зреаевз, т. 1, стр. 124. 

4 Столд, Меводаз И. Нпе1$ гес\13 её сигу18 сошраг., ес. 1685; Сатох, т. 3, стр. 195. 
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214. Дуга циессоиды. Дуга определяется интегралом: 
8” — 8" — 32 
> —х Щи", 


УЗ, о НУ „4 
Уз е-—уУз’ а—х° 


215. Дуга спрямляющей кривой. Кривые строятся таким образом: 
уравнение данной кривой есть у==о (2), а спрямляющей: 


где 27 = 4, 


$8 ==а (2 г—з +“ 


НЯ 
Х=, У= / Ит-Руах, 
0 


рр : тогла 
1--У =2--у? 


дуга спрямляющей кривой будет: 


. ны 
Г (: Е В 8 = / У2- уаз. 
Фиг. 26. 0 


Может случиться, что © выражается в конечном виде и при невыражаемости У. 

216. Момент площади равен 1/2Та.4е (фиг. 26). 

То, момент АТ= (флюксии АТ). 0. 

-е принимается равно 08 вследствие того, что отношение их бесконечно мало 
‘отличается от отношения равенства '. 

217. Неспрямляемые кривые. Дуга гиперболы выражается в эллипти- 
ческих интегралах, не сводимых к элементарным трансцендентным. 

В истории эллиптических функций огромное значение имеет исследование, 
относящееся к сравнению чеспрямляемых дуг, т. е. изыскание дуг се разностью или 
отношением, равным таковым для дуг известных. Сперва здесь берутся дуги параболы, 
затем эллипса, гиперболы и лемнискаты. Эллиптические и гиперболические дуги 
постепенно переходят в то положение, в котором оказываются площади конических 
сечений, обращающиеся в логарифмические круговые функции. Они становятся 
‘особыми функциями, новыми трансцендентными, которыми пополняется область основных 
трансцендентных, в которых производится интегрирование в конечном виде. Сперва 
происходит приведение интеграла к дугам эллипса ?, т. е. к эллиптическим интегралам 
второго рода, затем приведение гиперболических дуг к эллиптическим ° и, наконец, 
исследование эллиптических интегралов как 060бого класса функций. 


1 См. комментарий 145. 
Мас-Гоитт, Ттеа&зе о{ Йлх10опз, стр. 798; Ещег, Моу. Сошш. Ре\гор., т. 10. 
3 Гапаеп, РЬПоз. Тгапзас&., 1715 
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За этим следуют обращение эллиптического интеграла й изучение эллипти- 
ческих функций, соответствующих функциям тригонометрическим так же, как эллипти- 
ческие интегралы отвечают функциям круговым 1. 


КОММЕНТАРИИ Е „РАССУЖДЕНИЮ О ЕВАДРАТУРЕ КРИВЫХ“< 


218. Учитель и ученик. При анализе метода флюксий Ньютона выступает 
явление, наблюдавшееся и во многих других случаях: великие идеи, которые мы все- 
цело приписываем великому человеку, оказываются существующими до него в гохо- 
вах людей, так сказать, более мелкого калибра. Заслугой гения оказывается не от- 
крытие их, но приведение их из состояния неподвижности в движение. И есть доля 
правды в выражении Бюффона: „гений—это само прилежание“. 

Одно превосходство ума еще не создает Ньютона. Для приведения в движение 
и к жизни идей, которыми иногда уже, так сказать, пропитана окружающая атмосфера, 
необходима настойчивость и работоспособность Ньютона, которых не было ни у Барроу, 
ни у других. 

Учитель Ньютона—Барроу рассуждает так же, как Ньютон. Он рассматривает 
величины, как и Ньютон, текущими во времени. Разрешение схоластического пара- 
докса об изменении вещи, которая и остается той же и вместе с тем сейчас одна, 
а затем вследствие изменения своих свойств другая, он находит в правильном понимании 
времени. , 

Вещь, изменяясь, может остаться той же, если это изменение происходит во вре- 
мени. „Время,—говорит Барроу,—есть сохранение какой-либо вещи в своем суще- 
ствовании“ °. 

Х, принимая значения А, В, С, 0), не будет оставаться тем же Х, если мы 
не будем иметь течение этого Х во времени. 

Отсюда и вытекает то, что мы имеем в зачаточном состоянии у Барроу ив раз- 
витом у Ньютона: время как универсальное независимое переменное. В связи с этим 
время приобретает то абсолютное значение, какое занимает оно вместе се простран- 
‚ством 3 у Ньютона, вместо того относительного, которое им придает Аристотель *, 
считающий их только свойствами: пространство — свойством тела, а время — свой- 
ством движения. Барроу же резко подчеркивает, что понятие времени совершенно 
самостоятельно и не включает в себя понятия движения и что последнее служит 
только средством для измерения времени. Таким образом взгляд Аристотеля оказы- 
вается перевернутым. 

Не время является мерой движения, а движение — мерой времени; бесконечное 
‘время, как и бесконечное пространство, существует как вместилище, хотя бы и пустое, — 
вместилище, части которого мы не можем измерять, пока нет событий, пока нет дви- 
жения в этом вместилище. 


1 Гедепаге, Тга146 4ез 1опейопз 6ШрИчдиез, 1825 — 1828. 

2 Взгляды Барроу на время см. Ваттош, ГесЯопез сеотет1сае, стр. 23; Сатют, т. 3, 
хл. 88, стр. 132; т. 3, стр. 219—285. 

3 См. конец его „Оптики“. 

* Аристотель о времени: РЪуз., кн. 4, гл. 9; о пространстве: Р\уз., кн. 4, гл. 4. 
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Для Аристотеля беспрерывно продолжается бесконечное (при этом не актуально, 
а лишь потенциально), и только движение создает время; где нет движения, там нет 
и времени. 

Ньютсн математизирует воззрения Барроу. Взгляд на время как на универ- 
сальное независимое переменное приводит к скорости изменения во времени, к флюксии. 
Но { остается в сущности величиной, не имеющей конкретного значения, эта величина 
непосредственно не может быть дана, ибо непосредственно # мы не можем получить. 


. 4 
Ньютон сознает, что мы всегда должны иметь дело нес у, а с 9, т. е. с отноше- 
д 


нием скоростей у и х. Если мы будем для х брать равномерное изменение во вре- 
мени со скоростью 5 ==1, то с помощью х мы можем измерять время и в этом только 
смысле считаем х за время и называем х временем. Можно, как делает Ньютон, 


заменять ря через у, но при этом следует хорошо помнить, что это у нечто иное, 
чем 9/, с которого он начинает. 

219. Форономический прием древних. Конечно, здесь у Ньютона. 
содержание богаче, чем у древних. Древние имеют в виду при определении движе- 
нием геометрическое определение объектов,—например у Эвклида сфера! есть поверх- 
ность, образованная вращением полуокружности вокруг диаметра. Ноу них эта поверх- 
ность не состоит из полуокружностей или же бесконечно малых колец. Кроме того, 
У древних нет самого процесса описания этой сферы, растянутого во времени и про- 
исходящего с той или другой скоростью, определяемой числом. У них сфера скорей. 
дается как описанная окружностью, чем ею описываемая. Эту точку зрения никак 
нельзя назвать хинематической и с трудом можно назвать форономической. 

220. История квадратур. См. комментарий 7. 

221. Эволюция взглядов Ньютона. Ньютон отходит здесь от кинематиче- 
ской точки зрения и при этом сближается с Лейбницем, который, наоборот, запутываясь, 
в противоречиях актуально бесконечно малого, привлекает к рассмотрению время ? 
Между тем как Лейбниц не может выпутаться из старого актуально бесконечно малого, 
Ньютон создает новое бесконечно малое, величину зарождающуюся и исчезающую, вели- 
чину в момент своего возникновения и в момент своего исчезновения3. Актуально беско- 
нечно малые величины, как неделимые — это, поскольку их рассматривать отдельно 
от конечных величин такие же величины как конечные; их можно складывать, вычи- 
тать, делить и умножать. Только в присутетвии конечной‘ величины они исчезают, как 
свет свечи перед светом солнца. Величины же зарождающиеся и исчезающие еще. 
не вполне величины и уже не вполне величины. Они не складываются и не вычи- 
таютея. Единственно, что еще остается, —это их отношение, которое существует 
и тогда, когда они исчезают и зарождаются. 


1 Эвклид, Начала, кн. ХГ, опр. 14. 

2? См. И’ез‹етфоти, Рис Цлеп ег ЮбЪегепй Апа]уз13, 8 8. 

3 „Математические начала натуральной философии“; первые 11 лемм. Сафог, т. 3, гл. 90, 
стр. 199; сем. Боломолов, „Общие основания ньютонова метода первых и последних отношений“ „. 
Сообщения Казанского математического общества, 1916. 
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Эта точка зрения первых и последних отношений — точка зрения „Начал нату- 
ральной философии“ Ньютона, — безусловно, новая. 

Это — резкий перелом в мысли Ньютона, это— шаг вперед дальше Лейбница 
в направлении к даламберовскому понятию предела!. Но совершенно так же, как и 
в „Методе флюксий“, Ньютон не всегда мыслит флюксиями, & также и неделимыми, 
благодаря чему его формальный аппарат сближается с аппаратом Ферма (значительно 
более примитивным); здесь еще в большей мере идет отставание эппарата от того, 
которым он пользуется в „Методе флюкоий“. 

222. Гегель и Ньютон. У Гегеля? нет бесконечно малого. Если Эйлер 3 
актуально бесконечные малые своих предшественников обращает в нуль, то для Гегеля 
бесконечно малое уже не количество. Воличественная определенность снята. Она 
остается только в отношении бесконечно малых. По Эйлеру 4х и 4у— это нули, при- 
чем возможно геометрическое отношение этих нулей: 


2:1=0:0 


имеет по Эйлеру определенный смысл. 

Бесконечно малая разность — это нуль по количеству, а не качественный нуль, 
но как нуль по количеству она есть лишь чистый момент отношения. Гегель видит 
в учении Ньютона о последних и первых отношениях свое учение. Но это, конечно, 
неправильно. Ньютон, следует помнить, все рассматривает в0 времени. Гегель же 
отвлекается от времени. Вак и у Шеллинга, вся его система является окристалли- 
зованной мыслью до вступления абсолютного духа в историю. По Ньютону производ- 
ная (т. е. правильнее сказать: флюкеия) —это отношение двух величин в момент их 
исчезновения или в момент их появления. Здесь обе величины — и числитель и знаме- 
натель — мыслятея изменяющимися во времени. Когда же Гегель говорит, что беско- 
нечно малые величины не суть определенные величины, что они существенны лишь 
как определение в косвенной форме, то он, конечно, мыслит эти моменты вме 
времени. 

293. Исчезновение диференциального треугольника. Характерна 
‘сама форма выражения Ньютона. Треугольник СТЕ уже не называется бесконечно 
малым; треугольник СсЁ тоже не бесконечно мал. 

Ньютон вычерчивает теперь не то, что может только мыелиться, а то, что 
действительно может быть вычерчено. СЁ, Ес не равны флюксиям, а их только 
представляют, причем в момент исчезновения флюксия дуги или, как говорит Ньютон, 
кривой представляется касательной. Это еще не предетавление касательной как 
предела секущей, но мы уже стоим к этому близко. 

224. Первая лемма. Ньютон доказывает то, что мы бы выразили так; 


нт ПРИР: АБ _ РВ 
прир. РВ ВО° 


1 См. „Епсус1ор6е оп 41сотппайге га1зопп6 без зс1епсез“, т. [Х, статья „люЦе“. 
2 Гезель, Наука логики (перев. Дебольского), Т, стр. 112. 
3 Еще пзфблаопез са1саН аИегеп аз, 1755; также ТогеШ, Эе и\По та{Ветасо, 4158. 
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С помощью диференцирования (которое нетрудно переложить на язык теории флюксий} 
имеем, полагая 6 = РО, х= ОВ, 8 = РВ: 


62—22 -1 62, 
значит 
Следовательно, 
5 __ 4 
ах 9’ 
Но 
[И д 


225. Вторая лемма. Полагая АВ=т, А =а, АЕ =м,; Ае =, РВ=Е, 
РЕ = для случая двух взаимно перпендикулярных прямых, имеем: = —- ы =1, 
(т — в)? --- 62 =, 2 (т — а) ат =3Е%, 
а? (п — 6)? = 1?, 2 (п— 6) ап = 2441. 


‚Из последних двух уравнений имеем: 


ат _ (8—9 @& 
9% т(т— а)’ 


По этому образцу рассматривается аналитически и общий случай. 

226. Вывод производной степенной функции. При выводе флюк- 
сии 7’ в „Методе флюксий“ Ньютон заставлял исчезаль бесконечно малое перел 
конечным. 

Формальные операции для х” были бы таковы: 


(д- о)" ==’ и.о. "О бо"... 


—1 о. 
уо == под" * асы ).. оз” ‘ж-... 


Далее, производилось деление на о (момент времени): 


т от"... 
д; 


подчеркнутое мыслилось исчезающим. 
Теперь же берется 


0 == па” п (®— 1) ож?— 


2 
20 1.2 т... 


и ищется последнее отношение, т. е. то, что будет, когда о обратится в нуль. 
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Это уже близко к тому, что мы делаем, когда находим (1”)’, записывая 


(п) — д" — ит ®®Ы— В) #— 
й 


1) д”—?. 


и переходя к пределу 


] 0 (&-Е В) —4 — ид? 1, 
й=0 й . 


что дает: 
—1 


(”) = па”. 

227. Как только эта новая ньютоновская флюксия изображается конечным отрез- 
ком, бесконечно малого как будто уже нет. Но в сущности оно только замаскирова- 
лось, покрывшись актуально бесконечно большим масштабом. 

228. Рекомендуем читателю для сравнения ознакомиться также с изложением 
метода первых и последних отношений Ньютона по его „Математичееким началам 
натуральной философии“, кн. Г, разд. Ги кн. П, разд. П. 

229. Производные выеших порядков. Ньютон устанавливает понятие, 
соответствующее нашему понятию производных высших порядков. Интересно, что 
лейбницевское обозначение цифрами приводит к тому, к чему не привело Ньютона 
его обозначение, именно к производным отрицетельных пор 


де 2? \” 
Вместо дети Ньютон берет неудобное обозначение — у . Это проис- 
а--2 та 
ходит потому, что Ньютон (ем. комментарий 2) употребляет вместо скобок черту. Обоз- 
а2--2 пе 29” 
начение — `_— ‚ вероятно, не берется из страха, что значок ” будет отнесен к 22. 
Е 
аг —- 2? 
Обозначение аа конечно, далс бы флюксию не дроби, а флюксию чиелителя, 


деленную на знаменатель. 

230. Ньютон здесь возвращается к „Методу флюксий“. Появляются даже мо- 
менты, т. е. бесконечно малые, от которых он намеревалея отказаться. 

231. Находитея производная &” [7 (2”)]^. 

232. Находится производная х” [[(2”)]` [9 (х” )]". 

233. Одночленный биномиальный интеграл!. Ньютон завимаетея 


тем, что можно назвать одночленным биномиальным интегралом, но, правда, в обобщеЕ- 
ном смысле. 


Задача ставится в такой форме: 


1 О биномиальных интегралах имеётся большая литература, начиная с Лежандра. 
В особенности см. работы: Котлдзбегдег, АПзетеште Ощегзасвитееп 4ег ТВеоге 4ег ПЁегепа121е]- 
свипееп, Г.е1р71> 1882, стр. 28; Чефег 41е Вежевипс ег сошр!. ширПеаЯ опт. СтеПе’з Фопгпа], 
т. 68, 1879., работы Руск ипа Опдаг, БИлиезфег. ег У1еп. АКадепме, 1880, и мою работу „О при- 
ведении абелевых интегралов к низшим трансцендентным“, Известия Варшавского политехни- 
ческого чнститута за 1906 г. 
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Уравнение кривой есть 


— —1 
а (РТ 9 (7). (1) 
“Требуется найти ее площадь, т. е. интеграл: 
1— / т а” д (47) ах. (2) 
Он оказывается равным: . 
х” [Г (2”)Р 9 (”), 
где @ — есть ряд, расположенный. по целым степеням 5”. Ньютон сперва выводит: 
‚ Е — — 
аа ау еиь (2 (3) 
тде 
п) __ т 2% 
нь (7 = 0, ик тия ®, ик Е... 
ик Здесь вполне определяются. 


к 
Нахождение Г сводится к разложению 9 (х”) по полиномам ®„,(7): 


=оо 
т п | 
9 (1) = и (2). (4) 
9=0 
Воэфициенты ^, определяются приравниванием коэфициентов в правой и левой частях 


равенства (4). 
Если 


(а) = Аа" -..., 
(= Рае" ..., 


]=8 


„= У т-Елт- 6—7 =] ^, Г, _,- (5), 


= 


ТО 


В настоящем случае 


о =0, |, =0, {2 =0, {},;,=0, $>4, 


90 * 9, =0, 9; ==0 (7> 2), 9. =0, 


п ры 
2’ 2 
(5), дает 9 =, 
(5), дает Х. =0, 
(5) дает ^, =0, но при $>.4 получаем значения уже не равные нулю, 
(5)з3 дает ^. =0, 
(5), дает ^, =0, при $>4, 9, =0, а в правой части все члены, кроме содер- 
„жажщих множитель /., равны нулю. 


К «РАССУЖДЕНИЮ 0 КВАДРАТУРЕ КРИВЫХ» 369 


234. Интеграл И 2" [[ (2”)] "ах. Эта общая ньютоновекая форма инте- 


гралов долго не выходит из мысли математиков ХУШ в. Лакруа! занимается, как 
Ньютон, формулами, относящимися в этому интегралу. Ими занимаются Фонтана) 
Лорньа3з и Фризи 4; Джанеллаб от. ньютоновской формы переходит к более общей: 


=" Ред 46, 
где 
1=т 


Г (2) = У, Е," т >2т > т... ИЛИ т<т<т.<.... 0, 


1=1 


и старается найти достаточные условия выражаемости в конечном виде. 

Интеграл диференциального бинома является той частной формой, на которую 
математики прежде всего обращают свое внимание. Уже Ньютон в своем письме 
к Ольденбургу дает достииточное условие его интегрируемости (конечно, алгебраи- 


Е т или те т --р суть целые положительные числа. 

История этой части ньютоновского исследования идет и по другому руслу — 
в направлении к приведению эллиптических, ультраэллиптических, вообще биномиаль- 
ных интегралов к определенным нормальным формам. При этом следует отметить: 
1) переход от ньютоновского метода неопределенных коэфициентов к интегрированию 
10 частям; 2) постепенное выделение эллиптических и ультраэллиптических интегралов 
в особенные трансцендентные элементы, сперва определяемые геометрически, а затем 
уже независимые от геометрического значения 5. 

235. Алгебраическое интегрирование биномиального дифе- 
ренциала. Ньютон, исследуя случай выражения биномиального интеграла в ко- 
нечном виде, конечно, имеет в виду только алгедраическое выражение т. 


Он обнаруживает, что в этом случае обязательно 
Дагер" 9 (а) ааа" Ра 9 (27). (1) 


Очевидно он в своей формуле разумеет и 9(5”) обрывающиьмся. Ньютон этому положе- 
нию не дает полного доказательства. Можно мыслить © (5”) необрьвающимся и тем 
не менее выражающимея алгебраически с помощью радикалов. 

Только Лиувилль строго доказывает эту схему в смыеле алгебраического инте- 
грирования 8. 


ческой), состоящее в том, что 


1 Гастолх, Тга\6 4е сас. ш46рта1, стр. 395. 

2 Готапа, АпаЛувеоз ва пог, Оризеша, Венеция 1763, 

3 Готдпа, Оразс. МаёВ. её Рвузе., 1710, Ор. 5. 

4+ Етз, Орпве., т. 1, Милан 1182. 

5 дчапеЦа, Ше фест. шаейаИ ши, М1зс. Таог, 4, 1166—1769, т. 2, стр. 253—211; Эе 
ахти, еагатаяе пза, Милан 1111. 

6 Историю эллиптических интегралов см. У Сапфог, т. 4 Уйати, шйпцешагесвпии8, 
стр. 790. 

1 Позднейшие авторы, например Бугенвиль, называют это абсолютным интегрированием. 

8 ТлоияИе, [ле 1146 ета]ез 4оп$ 1а уетг её 126 аае, СгеИе’в Топгпа], т. 10 1833, стр. 342. 


24 Зак. 3296. Ньютон. 
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Из лиувиллевской схемы вытекает 


т —1 17) 


{2 ” воре = @Р 2”. 


Ньютоновекая получается, если положить г ==”. Что 9 (х") есть не только рациональная 
функция, но полином, вытекает из того, что если бы 8 (1") имело полюс, отличный 
от нуля и бесконечности, то этот же полюс был бы присущи 


[И (ат). 


Но 9(2”) не имеет таких полюсов, & (5"— а)?-\ может иметь только в том елу- 
чае, если р— 1 = — в есть целое отрицательное чиело. 
Тогха порядок его на основании правой части р— 1, а левой —р--1. 
Мы должны иметь Ё—р--1 = —р-- 1, т. е. Ё=0. 
Это следует понимать так: в первом случае, когда 9(х"”) не делится на [(х”), 
следует брать форму: 
ИР 9 
если же 
9(2") =[(2") 91 (х"), 
то удобнее брать форму: 
ужа” [Г (2) 9, ("). 
„Если же 
9 (2") = [1 (2”)]' 9, (2"), 
то следует брать: 
у ",”). 


236. Трансцендентность интеграла рациональной дроби. 
Ньютон останавливается на случае рациональной дроби: 


2 9® 
$ (2)  АП(2— а,” 
Юн утверждает вполне правильно, что [ т ах не выражается алгебраически, 


если хотя бы один из показателей равен 1, ибо тогда функция имеет логарифмическую 
точку и в ее выражение входит член 4 ш(х— а)... 

Строгое доказательство этого устанавливает, что алгебраическая функция не 
ммеет существенно особенных точек, элементарное доказательство основывается на 
том, что Ш (2 — а), и вообще 


1=п 
У А; т (5 —а,) 
1=1 


не приводится в алгебраической функции. Ньютон такого доказательства не дает. 
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237. Обобщение биномиального интеграла. Таким обобщением 
является: 
3 —— ®% /——— 
Дт, УЕФ, Уч@ аз, 


где В (=), 9 (х) — сперва полиномы, а затем степенные разложения. Одночленная форма 


такова. 
Г ре У Е У а. 


Ньютон рассматривает 


1= / т" [9 (2) (&) ах (1) 
и доказывает, что 
= 
та" Гар У, А, (2) 
)=0 
| | р=К 1= ] 
1, (я --ое-4ь_,|. 
(= +=) Годо д=1 1= 
дя о __ № 
о = = . 
== 99 Год 


238. Дальнейшие обобщения. Таким же образом можно иселеловать и 


1=и 


=" П бот. 


1=1 
Возможно и дальнейшее обобщение, каковым является 
= 
Дет ПЕР ‘ва аа. 
1=1 


Оно возникает только с введением экполярных функций, но, вне сомнения, находитея 
под прямым влиянием Ньютона '. 


1 Дате; Мевтает ет (1126—1810), пцесгайо {огт]ае 4МегепаЦв: 
№" тах (а-- Ва -- сд? 5 ее) (е + Ре - 922 + ев)? (№ -- то - #2 - еёе)4 ес. 


Мохта Асба Ааа. Ребгор., ХП, 1794 (риЪ. 1801), стр. 114—124; о нем см. Узмапи, Шйое8- 
та]гесвпипе в Саифот, т. 4, стр. 733. 


24* 
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239. Формулы приведения без формулы интегрирования по 
частям. Ньютон берет: 


С С 
п ара Ге ва, 
= | "рада = а" (ар (7) 


и сводит при надлежаще выбранных 4 и 4, 


к интегралу 


То "Ра таз. 


Мы таким образом здесь сталкиваемся с формулами приведения, но без формул инте- 
грирования по частям. 
240. Другие формулы приведения. Речь идет об определении по 


1= =" (ар = 


И 
= / =" "ИР а 

интегралов: 

Доее ав, ат регор-1аг, 

гар т ав, |" * род тах. 
Берется 

= "Гат (а) аа" р, 

Г, = И. а 15 (2) ах" т" [а]. 

Рассматривается | 


Т= Ао - А.Т, А, А, 
где А., А, А4., А, подбираются так, чтобы Г обратился в 


/ а" [ГР о" ах 


/ т 1 ТО) т. 


ИЛИ 


241. Подстановка в интеграле. Если в ‚Г уаз ПОЛОЖИТЬ 2 — ® (Х): 
у==7 (2) = [® (Х)], 
то он обращается в / Г [© (1)] ®’ (1) ах, т. е. в / Уах, где У = [о (2)] ®’ (#) = уз’ (5), 


так что -- =®’(Х). 
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Ньютон здесь подходит к формальному интегрированию с помощью подстановки. 


Интеграл Г 2" [Г] Рах подетановкой д” = и” преобразуется в 
[и * Рог) Раы 
Нели =, то 
и 
т 1 —_ 
| гоциелураг = — || и Ие”ура 


1 
далее, при #=-- 


2 Ч 
| пеРоеиае— | ЧТ ды, 


если ^, № — степени [ и 9. 
242. Преобразование алгебраических кривых. Абелев интеграл (т. е. 
интеграл от алгебраической функции) 


Г = Г Ее 9) ах, (1) 
определяемый алгебраической кривой 
Г(х, У) =0, (2) 
упрощается двояко: 
1. Когда рациональная функция ЕЁ вполне определена, то подстановкой х =6(х5) или 


вообще 
д —= 4 (Х, У), У — В (Х, У) (3) 


он приводится к более простому или к элементарным транецендентным. 
Таковы упрощения, о которых выше говорил Ньютон. 
2. Когда Е остается неопределенной, пишут преобразования: 


—4(Х, У), у= В (Х, У), Ф (Х,У) =0, (4) 


упрощающие кривую (2). 
Этого рода упрощением Ньютон сейчас и занимается; у определяется через х 
уравнением формы: 


у"Р(у", #2) =219(у", 27). (5) 
Ньютон показывает, что если положить 
ИРА == и", =, (6) 


то Ё выразится явно через и: 


Е пери |7 Ри’ ) | 
9 (и) 


1 О рациональном преобразовании алгебраической кривой см. Аррей её Соитза, Тьвоме 
4ез {опсЯопз а]е6Ьгаиез, а также мою работу „О приведении абелевых интегралов к низшим 
трансцендентным“, Известия Варшавского политехнического института, за 1906 г. 
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Аналогичное этому преобразование приводит 
у” (у, 2) = 219 (у", 2?) + ху", 27) 


Ри”) == 219 (и”) -- д (и). 


243. Интегралы, приводящиеся к интегралам от диферен- 
циальных биномов. Такими интегралами являются: 


== / "ФР (д”) [а-Н 5х” (4”)]? ах 
с подстановкой 2 == 2$ (5"). 

Ньютону представляется, что именно к интегралу диференциального бинома 
придется чаще всего совершать приведение. Здесь выступает проявляющееся в боль- 
шей степени в „Рассуждении о квадратурах“, чем в „Методе флюкеий“, отклонение 
в направлении к конструктивной точке зрения. Теперь строится подинтегральное 
выражение интеграла, причем за элементы построения принимаются не элементарные 
трансцендентные функции, а различные степенные, бесконечные или конечные, т. е. 
обрывающиеся ряды, иначе говоря, полиномы, причем над ними производятся операции . 
сложения, вычитания и возведения в целую и дробную степени. 

Рассматриваются и интегралы, приводящиеся к интегралам диференциальных 
биномов с помощью более сложной подстановки: 


2 = [$ (<) [м (2). 


Ньютон отмечает приводимость / д" [Г (х”)]Р "ах подетановкой 1” = к 


|| Ри) "аи, где а= - 


Б виду: 


Затем в довольно неопределенной форме предлагается с помощью формул приведения 
понижать показатель с указанием на возможность достижения таким образом простей- 
ших форм и на возможность в иных случаях приведения их в интегралам от диферен- 
пиальных биномов. 

244. Интегрирование в конечном виде в расширенной обла- 
сти. Возможность квадратуры здесь следует понимать в том смысле, что инте- 
грал будет алгебраическим (понимая, конечно, алгебраичность в Узком емысле-— 
выражаемости с помощью действий сложения, вычитания, умножения и деления, 
возведения в степень и иввлечения корня). Если алгебраическое интегрирование не 
выполняется на основании положения УП, то следует интеграл 


Г з"-ч9 (в) еда 


У Г" [((2)]7' Дт 
3 


и привести интегралы, стоящие слагаемыми, к простейшим. Таким образом в случае’ 
невозможности алгебраического выражения интегралов предлагается то, что соответ- 
ствует интегрированию в области, расширенной новыми основными трансцендентными, 


представить в виде суммы 
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в случае неинтегрируемости в конечном виде в области элементарных транецендент- 
ных ! (которых у Ньютона еще нет). Эти простейшие интегралы Ньютон рассчитывает 
выразить через площади и дуги круга и других конических сечений. 


245. Интегралы / ЕР(х,У Е) ах. Это — хорошо известная операция приве- 


дения | Роу Е 


г 4х, где Р, 0, В-полиномы, к интегралам рациональной дроби 


1 
и / РЯ" В?ах, т. е. типу, рассматриваемому Ньютоном. 


Ньютон, да и все математики вплоть до Эйлера не рассматривали общих 
форм с произвольной рациональной функцией. Если бы Ньютон дошел и до нее, то 
он распространил бы все здесь сказанное на 


ДЕ («, УВаг. 


Ньютон еще не сознает, что случай, кола В=р--[л --[52?, должен быть выделен 
как такой, при котором в ньютоновском смыеле всегда возможно приведение к площади 
эллипеа и гиперболы. 


246. Кратное интегрирование. Ньютон расематривает ряд кривых: 
ны &@ хх 
у=/(2); у= ‚Г Ра) аз; и= // Г (2) 45? ит. д. 
0 оо 


Таким образом здесь в скрытом виде выступают интегралы различных порядков 
и графическое представление решения уравнений: 


4” ={ (2); у”’==Р(®) и т. д. 
Более того, нетрудно видеть, что тут же дается приведение 


ГГ. ‚пов = У 


Понятие о кратном интегрировании явилось, конечно, раньше, чем понятие 
о двойном и тройном интеграле, как пределе суммы или (если не включать понятия 
предела) как сумме бесконечного числа бесконечно малых элементов, зависящих от 
двух координат. В самом деле, это понятие может возникнуть только, когда вполне 
ассимилировано понатие функции от двух переменных, что является возможным только 
при условии исключения времени как универсального независимого переменного. Здесь, 
конечно, первую роль играет Влеро ?, которого привела к функциям от 065 перемен- 
ных теория поверхностей. А за Ёлеро следует Эйлер3, который занимается 


/ / Г(х, у) ахау. 


1 См. мою работу „Интегрирование трансцендентных функций“, Известия Варшавского 
университета за 1913 г. 

2 СЛолтаие, ВесрегсЬез зат 1ез соитреза доп ]е соптриге; Сатот, т. 3, стр. 779. 

3 Сатщот, т. ПУ, стр. 138. 
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Вратное же интегрирование мы видим. сейчас у Ньютона. Интересна в этом отноше- 
нии переписка Лейбница и Иогана Бернулли !, содержание которой относится к дифе- 
ренцированию с дробными и отрицательным показателями, получающему свое развитие 
только у Лиувилля. 

Я приведу из этих писем формулы в обозначении Бернулли, режущем налг глаз: 


етот: Й тает: [3 овов- 


Мы напишем: 
Г [== +, бь- бь 


У Бернулли, во-первых, берется определенный интеграл: 


# # 2 
/ / / 2423; 
обо 


во-вторых, он, считая д23 за постоянное, выносит его за знак суммы и делит на него 


обе части уравнения. Правда, / 23 —тогда бесконечность, но математики того времени 
бесконечности не боялись. У Бернулли есть такие формулы: 


0 = |, а | 22, 93 = / 32. 


247. Формула Маклорена. Ньютон близко подходит к формуле Маклорена. 
Он совершенно определенно говорит, что в разложении 


(5) = д Аж-А-... 


коэфициенты выражаются через флюксии (по-нашему производные) различных порядков, 
но общей формулы не пишет, а демонстрирует свое утверждение на примере. Ньютону 
оставалось только снабдить восьмую теорему подробным доказательством и более по- 
дробно развить свое рассуждение, выразив А, В, С через флюксии, чтобы иметь дока- 
зательство формулы Тейлора-Маклорена, по существу совнадающее с ее выводом из 


формулы, выражающей У И /- ./ (<) 4х" через определенные интегралы, взятые 


по параметру. 

248. Формула Маклорена и ошибка Ньютона. Ньютон, расематривая 
(2-—- 0)”, обращает внимание на то, что коэфициенты при 0, 00, 000 выражены через 
флюксии (по-нашему через производные), т. е. подходит для этого частного случая 
к формуле Тейлора. Мы бы записали ее в форме: 


и 
Аи = 4 
ы ит от. 81... 
ИЛИ р = Ла 
Аи ат 5 2 т... 


1 Сошшегс. ер!3ё. ТефпИИ её Тов. ВегпоцШ, т. 1, стр. 15, 16. 
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Но он делает большую ошибку: ——- . 00” " вовсе не шететепбио зесипаит, 
т. е. второе приращение, или по-нашему диференциал второго порядка, а его 
половина. Точно так же следующий член для правильности утверждения Ньютона 
необходимо умножить на 3! и т. д. Эта ошибка заставляет Иогана Бернулли утверждать 
в письме к Лейбницу, что Ньютон не имел ясного представления о флюксиях высших 
порядков. В экземпляре, приеланном Д. Бернулли !, вписано „и“, что заставляет 
думать, что эта оптибка была потом замечена Ньютоном. 

Такая ошибка находится и в „Рете!р!а“ 2 изд. 1687 г. 

249. Ньютон говорит о возможности интегрирования диференциального уравне- 
ния у” —{ (2). 

250. Замена переменной при интегрировании диференци- 
ального уравнения [(ч, у’) =0. Это — по существу замена одной переменной 
через другую. Диференциальное уравнение 


ау’ =ву-- у? 


1 
есть уравнение Бернулли; но если, замечая, что х’= — , его переписать так: 
7 1’ 


— 4’, 


0? 
у-- у? 
то задача сведется к нахождению х через у путем простого интегрирования. 

251. Уравнение [(5, у’, У”) =0. Уравнение а?у” == ау’ у’? приводим 
к уравнению первого порядка подстановкой у’=г; у затем находится по 2=0(х) 
с помощью квадратуры. 

То же предлагается и для уравнения общего типа: 


Г(р, у" ", у" ^) =0. 
252. Преобразование о (4, у’) =’. Уравнение 
а — ба" = су” у’ | ау" у" (1) 
подстановкой 1’ =’ приводится к 
а— 6” == ели -- аи”, 
определяющему и’ через х. Затем уже из уравнения 


определяется у. 

Можно сказать, что общая схема решения такова: уравнение (5, 1/, у’) =0 
подстановкой ©(у, у’) =’ приводится к ®(х, и’) =0. 

Такая подстановка теперь не применяется, и Ньютон ей приписывает больше 
значение, чем она заслуживает. 

Но в форме у’ =г подстановка, наоборот, находит большое применение, напри- 


мер, при интегрировании уравнения Бернулли: 
у -- Ру = 9". 


1 Соттегет ер15$0Пеишщ., т. 2, стр. 294. 
2 Ришог ра, 1681, стр. 263. Соштеге. ер!3%., т. 2, етр. 294, письмо И. Бернулли к Лейбницу. 


378 КОММЕНТАРИЙ 


253. Подстановка (5х, у) = чи. Берется уравнение Е(х, у, у’) ==0, для ко- 
торого приведение к виду [ (%’, 1) =0 совершается подстановкой типа 0 (5, /) =и,. 
Ньютон берет простейший случай, когда в уравнении 


Ф (2) = (т, 9, У) 
правая часть есть полная производная. 
254. Произвольные постоянные в диференциальном уравне-- 


нии второго порядка. Ньютон, конечно, еще не имеет ясного предетавления` 
о конструкции у в отношении произвольных постоянных для уравнения: 


Г(х, у, У, У’) =0. 

Он только знает, что, если у” ==е®(5), то решения у отличаются на ео, 
где с, с, — произвольные постоянные (не текущие) величины и т. п. 

255. Отделение переменных. Здесь следует отметить, что отделение: 
переменных, которое в более позднее время получает особенно большое значение: 
и К которому потом стараются привести диференциальное уравнение первого порядка... 
при зарождении интегрирования диференциальных уравнений не привлекает к себе | 
большого внимания (хотя встречается, например у И. Бернулли). Это, конечно, вполне 
находит себе объяснение в том, что представление уравнения в виде 


Дэ (24 = [у )ау (>. 


большей частью не может дать того, что требовалось при той постановке проблемы, 
которая тогда имела место. Приведенное к такому виду диференциальное уравнение, 
математик того времени не мог считать проинтегрированным по той же причине, почему 
и теперь уравнение Эйлера 


ах | ау 
У а4-- 68-е аж -Ре — Ума - су? ду-Ре 


не считают проинтегрированным по приставлении к обеим частям знака |’, И считают 


(2) 


интегрированием уравнения Эйлера — определение алгебраической зависимости между 
уи т. Даже в том случае, если обе части уравнения (1) могли выразить через хх, у. 
с помощью элементарных трансцендентных, такое интегрирование не могло бы тогда удо- 
влетворить, так как в конечном итоге всегда ожидалось явное выражение уу через х (или. 
д через у), которое надеялись получить для всякого алгебраического уравнения и на что 
почти не возлагалось надежды в случае такой транецендентной зависимости. Правда, 
во многих случаях такая трансцендентная зависимость приводится к алгебраической 
путем подбора формы для произвольной постоянной, но тогда или совсем не было: 
произвольной постоянной, или с ней еще не умели оперировать. Вот почему при 
интегрировании диференциального уравнения 


453 — 412 —= (1-- 92)? (1= 
ау 
Тейлор, вместо того чтобы совершить отделение переменных 
а _ 949 
22/х—1 1 -- 12 
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и, представив общий интеграл в виде 


атс (= Ух— 1) = мес у-1 ато С, 
а 


Ита’ 


гле С = — 


перейти к 
1-- у? 
= —`—`——=“—, 
(лу--У1— а 


употребляет крайне сложную искусственную процедуру, состоящую из подстановки! 
1 у? : 
= — 5 и диференцирования полученного таким образом уравнения. 
Только в 1722 г. Рикатти обращает свое внимание на отделение переменных... 
которое он понимает также в смысле’ „половинчатого отделения“, когда уравнение- 
представляется в виде: | 


8 [(х, у) $ (с, у) =8 (2) 45. 
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256. Определения рода и порядка. Ньютон сперва классифицирует- 
кривые, как Декарт, по роду, относя кривую второго порядка к первому роду,. 
`третъего—ко второму и т. д. Вонечно, такая классификация должна быть обосно- 
вана. Следует доказать, что порядок кривой не меняется при преобразовании декар- 
товых координат. Но Ньютон этого не делает. Он как будто заключает о незави- 
симости порядка т от выбора системы координат из того, что порядок определяется 
числом точек пересечения с произвольной прямой. Но, если принять во внимание, . 
что уравнение, определяющее абсциссы точек пересечения, может иметь и мнимые. 
корни, то можно признать только, что |. (число точек пересечения) = т (порядка). 

257. Уравнения этих кривых при надлежащем выборе координат: 


Ур ==43, ==. 


258. Дизметр алгебраической кривой. Ньютоново определение. 
диаметра, конечно, эквивалентно современному. Ныне вводится понятие арифметиче-- 
ского центра точек: 


(%,у:), (хз) -..> („› У»), 


как точки, координаты которой определяются формулами: 


‘7=П 1=п 
Ух у 
— — — =1 
НА У. (1). 


Геометрическое место среднеарифиетических центров точек пересечения кривой: 
системой параллельных хорд и называется диаметром. 
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Доказывается, что это место точек есть прямая. Понятие диаметра обобщается 
‚еще в следующем смысле. Различаются центры системы точек различных порядков. 
Для центра у первого порядка геометрическое определение очень просто: произведение 


ПМ» — Му. М»... МУ 
Я 


‘имеет махсимальное значение. Если координаты М\,...,Мо,... СУТЬ 2, до,..., ТО д опре- 
деляется из уравнения: 


Г (м) =0. (2) 


Центр второго порядка определяется из уравнения |” (1) =0 и т. д.; вообще 
‘центр р-го порядка из уравнения 


Г (2) =0. | (27) 


‘'Среднеарифметический центр отвечает р =и— 1, т. е. есть центр и — 1-го порядка. 
Если уравнение кривой [(х, у) =0, а пучок параллельных секущих у = тх -{- ^, 
где т постоянно, а Х переменно, то для диаметра первого порядка получаем уравнение: 


Гр (=, у) -- тт, (1, у) = 0, (3) 
второго: 
Рог, ту" тТЯРуу’ =0 (53°) 
И Т. Д., вообще для диаметра р-го порядка имеет место символическое уравнение. 
(ры -НтГу у =01. (3) 


259. Теорема Котеса. Теорема Ньютона допускает естественное обобщение: 
Если в ней берутся параллельные прямые, иначе говоря, пучок лучей с вершиной 
в бесконечности, то в теореме Котеса? берется пучок с вершиной на конечном рас- 
стоянии. Теорема Ньютона дает геометрическое место среднеарифиетических центров 
точек пересечения лучей; в теореме Котеса имеются среднегармонические центры точек 
пересечения, вырождающиеся в среднеарифметические, если вершина уходит в беско- 
нечность. Таким образом: если для точек М, М.,..., М, чересечения кривой с пучком 
прямых в вершине С 


и То 1 -- 1 
м мм’ мм ММ’ 


то зеометрическое место точек М — прямая. 

260. Центр кривой. В настоящее время центр понимается в общем смысле 
центра симметрии кривой, причем, конечно, не все алгебраические кривые, в частности 
не все кривые третьего порядка, имеют центр. 

То, что теперь называется центром, Ньютон называет общим центром. 
Центр у него — это пересечение двух диаметров. Это понятие, поскольку дело не 


идет о взаимно перпендикулярных диаметрах специального характера, — совершенно 
‘бесплодно. 


1 Саптот, т. Ш, стр. 801. 
2 Гисаз, СоигЬез р]апез, Рагз 1864. 
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261. Принцип взаимности и центр кривой третьего порядка.. 
Понятие центра следует строить так, чтобы оно являлось взаимным понятию диаметра... 
Центром кривой третьего порядка явится точка пересечения всех среднеарифмети- 
ческих осей, параллельных касательным к кривой (т. е. таких, расстояния которых: 
от какой-либо им параллельной прямой равны среднеарифметическому расстояний от 
нее этих касательных). 

Г. Если кривая не имеет двойных точек, то, так как она относится к шестому 
классу, таких касательных будет 6. 

П. В случае двойной точки или уединенной она — четвертого класса и каса- 
тельных 4. 

Ш. В случае точки возврата она— третьего класса и касательных 3. 

262. Теорема, взаимная теореме Ньютона. Мы получим теорему. 
взаимную теореме Ньютона, если будем заменять в ней понятия в декартовых коор* 


1 
динатах соответствующими им понятиями в плюкеровых ( т. е. воЗБМем 6 =, 


= гле А и В — точки пересечения прямой с ОХ и ОУ ) А именно: средне- 


арифметический центр заменяется среднеарифметической осью, координаты которой, 
определяются формулами и положение которой не зависит от направления осей: 
координат ОХ и ОУ: 


ЕЕ. Ъ, 1— 7%... 2% | 
у 


п 


Получается теорема: среднеарифиетические оби касательных, проведенных из` 
точек на некоторой прямой, все проходят через одну точку (диаметральную). 

В случае удаления этой прямой в бесконечность получается теорема: все средне-- 
арифметические оси параллельных касательных проходят через одну точку. 

263. ЦГафиз гесвишю и [а из $фгапзуегзиат. Мы уже отметили, что в с0- 
временной терминологии это будут удвоенный параметр и ‘большая ось (в случае: 
прямоугольных осей координат). Они вполне достаточны для построения конического 
сечения и ими пользовались еще древние. Аполлоний! употребляет для первой прямой. 
термин: ’6р%:« (прямостоящая). Математики нового времени переделали латинский 
термин, отвечающий термину Аполлония, |243 егесфат в 12413 тесбит. Только в ХУПв. 
введен термин параметр (см. также комментарий 139). 


264. Начало теории трансверсалей. Это место имеет большое зна- 
чение. Здесь мы имеем зерно метода трансверсалей. 
Теорема о том, что отношение 


ОМ, ОМ, ОМ, 

-——_. ® о. 

ОМ ОМ. ОМ, 

_для всякой алгебраической кривой не зависит от положения точки 0, а зависит только. 
от направления хорд, Ньютону известна. 


———=————ыы=ы=ы=ы=ы=ы=—ыы——ы—ыы[—ы=—ы—-—-ыы.ЫШЩШ——Ы——————=—— 


1 Деш\еп, Г1е Гевте уоп 4ег Кехезери!Иеп 11 АЦег4Виш, Сорепъасел 1893. 
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265. Асимитота параболы. При нашей терминологии и при наших по- 
нятиях следует сказать, что параболическая ветвь имеет асимптотой десконечно 
удаленную прямую, иначе говоря, касается последней. Но так можно сказать, только 
мысля асимптоту как касательную, & не как прямую, для которой расстояние от 
кривой исчезает в бесконечности, а также представляя себе бесконечно удаленную 
"прямую как геометрическое место бесконечно удаленных точек плоскости. 

Первое понятие у Ньютона есть, хотя и не в вполне ясной форме, второе ему 
‘чуждо, Вот почему Ньютон говорит, что у параболической ветви асимптота исчезает. 

266. Две бесконечно удаленные точки на прямой. Ветви Ньютон 
‘понимает иначе, чем мы. Прямая у него имеет две ветви. Он мыслит две беско- 
нечно удаленные точки. Прямая не замкнута, как наша проективная прямая. 

267. Классификация кривых третьего порядка по бесконечно 
удаленным точкам. Мы в настоящее время прежде всего классифицируем кри- 
вые по бесконечно удаленным точкам. Если и — угловой коэфициент асимптоты, то 
для кривой третьего порядка 


Г(х, у) = а23 -- 3629 -- Зсху? —- уз -- ед? -- 27ху | 9у ху е=о0, (1) 


д == | т определяется из уравнения: 


2 3 
из (1) (2-1) =0 (2) 
которое, смотря по тому, будет ли 
ие) 
4 4? 43 42 а 
‚отрицательно, положительно или нуль, имеет: 

1) корни вещественные и неравные, 

2) два мнимых и один вещественный корень, 

3) два или три равных. 

Если Н<0, кривая имеет в бесконечности три вещественных и различных 
точки, которым отвечают гиперболические ветви. 

Это — тип зиперболический. 

При НО кривая имеет в бесконечности только одну вещественную простую 
-точку, отвечающую гиперболической ветви. Кривая вообще состоит из бесконечной 
ветви и своего рода овала, вроде эллипса. 

Это — тип эллиптический. 

При Н=0 кривая касается на одной ветви бесконечно удаленной прямой и,. 
‚кроме того, имеет еще ветвь с асимптотой или же имеет касание второго порядка 
с асимптотой. 

Это —тип параболический. 

268. Приведение уравнения кривой третьего порядка Е ка- 
‚ноническим формам в случае эллиптического и гиперболического 
типов асимитоты. Прежде всего нетрудно видеть, что у гиперболической ветви 
.асимптоту представляет собой днаметр, первого порядка (а не ньютонов диаметр), 
отвечающий ее направлению. 
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пиииииниоиничнаиоь 


Отсюда и выводится, что для направления асимитоты гиперболической ветви 
«дис.метром служит коническая зиптербола, для которой указанная асимптота тоже 
является асииптотой. 

Поэтому за ось У-ов берем асимптоту гиперболической ветвя, а за ОХ — дру- 
тую асимптоту диаметра, отвечающего направлению этой прямой. 

Уравнение 

07 


би — 342 | 6еху -- 3627 -- 29у + 2-Е 


представляет уравнение диаметров, сопряженных направлению оси У-ов. При нашем 
выборе осей координат оно сводится к уравнению 27 == с013., так что 6 =4=={ == 
—9==0, и уравнение кривой третьего порядка принимает вид: 


ах3 —- Зе лу? | еж [1х -- фу =0. (1) 
Н в этом чае равно (если изменить х на у и у на 2): 


{Е 2 \3 3 сб а \? 63 
сан. 


а? а, а3 


и, ввиду того что Н<0, ни а, ни с не равны нулю, но имеют различные знаки. 
`В результате для гиперболического типа мы имеем следующую каноническую форму 
уравнения кривой третьего порядка 


ду? -- ву = а? 43 - В чх 5. (2) 


Для случая эллиптического типа выбор осей координат тот же. Из нера- 
‘венства НО выводим формулу 


1у1--ву == — 9253 | Ва 1-45 -|-5. (3) 
Ньютонов случай объемлет оба эти случая, так как у него а? может иметь 


какой угодно знак. 
Но в него входит и случай параболического типа, отвечающий а ==0, т. е. 


‘уравнению 
2? --ву = 82? |- 1-8. (4) 


В этом елучае имеется только одна гиперболическая ветвь. 

Тогда за ОУ принимаем асимптоту этой ветви и ось выражаем также из 
условия Н =0, получаем & = 01. 

269. Кривая ху == 23 | 22-6 ?. Если имеется тройная точка на бесконеч- 
ности (касание второго порялка), то за ось У-ов принимается какая-либо прямая, 
параллельная асимптоте, а за ОХ — произвольная прямая. Так как уравнение, опре- 
.деляющее 2, имеет три бесконечных корня, то 6 =с==4==0 и уравнение кривой 


„есть: 
алз -|- ее -[- 27лу -- ду? вх Ву =0. (1) 


+ Фактическое проведение см. Бельмин, О кривых линиях третьего порядка, Известия 
{Жиевского университета 1906. 
з Вельмин, 'гл. 10, 11, 13. 
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Диаметр, сопряженный с направлением оси У, имеет уравнение: 
274 -- 29у | #==0. (2} 
Эта прямая: 


1) может быть наклонена к оси, 

2) ей параллельна, 

3) оказаться в бесконечности. 

Второй ньютонов случай совпадает со вторым из сейчас указанных, так как. 
условие параллельности ВС асимптоте АС — это условие параллельности ВСи АЦ 

За ось У-ов принимаем эту прямую, являющуюся диаметром, отвечающим. 
направлению асимптоты. При 9 =# —=0 уравнение (1) принимает форму: 


ал3 -- ет? 2}ху 1-1 = 0. (3). 


Ось ОХ выбирается так, что получается и дальнейшее упрощение. 
Уравнение диаметра, отвечающего направлению т, сводится к 


Зах? |- 2(е-Н тр) х-- 2-й =0. 


е 
Если взять т=—-_, будем иметь уравнение диаметра: 


Г 
Зах? -- ув =0, (4) 


а здесь не нуль, иначе кривая сводилась бы Е коническому сечению, коэфициент. 
нри у тоже не нуль, ибо иначе кривая свелась бы к системе параллельных прямых. 

Диаметр — парабола. Помещая начало координат в точке пересечения ОУ и 
этой параболы, а за ОХ принимая касательную в этой точке к параболе, мы ‘будем 
иметь # —=0 и получим каноническое уравнение, еще более простое, чем то, кото- 
рое указывает Ньютон: ` 


21) = ваз | Вл? -- 6. (5), 


270. Кривая 7? = 023 | 82? 4х1. Это — первый из только что указанных 
в предыдущем комментарии случаев. 3 ОХ принимается прямая (2), за начало — 
точка пересечения ее с кривой, ось Х-ов направляется к бесконечно удаленной точке 
кривой. Тогда & =/==[==0 и общее уравнение приводится к форме: 


9/2 = ваз -- Ва -- 4х. (1) 


271. Кривая у = а -- Ва? ух -- 52. Этот случай — третий извышеупоману- 
тых. Тогда /=9==0 и уравнение приводится к 


ахз -- ст? Вх--ву--1=0, 


При надлежаще выбранных осях координат, на чем мы не будем останавли- 
ваться, уравнение приводится к еще более простому виду. 


1 Вельмин, гл. 15. 
2 Вельмин, гл. 14. 
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Отметим, что случаи Ньютона следует пополнить исключенным нами в ходе 
нашего изложения случаем системы трех прямых. 


272. Таблица канонических форм уравнений кривых третьего 
порядка. 


Гиперболический тит. Изобилующие гиперболы 

21° -- ву = а? 3 -- Ва? -|- 12-5. 
Эллииитический тит. Дефективные гиперболы 

22 -=у = — 9253 -|- В 4х --8. 
Параболический тит. 


Первый класс 
Гиперболы параболические 


ур: —_ о 1 я 
ху? -- ву = В? 12-5. 
Типерболизмы конических сечений 


ху? -- у=че- 6. 


Второй класс 
Расходящиеся параболы 


у = а —- Ва -- 1х. 
ту = хз -—- Ва -- 6. 


'Грезубцы 


Кубические параболы 
1/ = 9423. 
Параллельные прямые 


0—2 -- 45-5. 


213. Латинская терминология. Привожу латинские термины, которые 
я, как и проф. Вельмин, считаю более удобными для пользования, чем рус- 
‘ские (аналогично ботаническим и зоологическим терминам). 

1) Изобилующие гиперболы — Нуре6\ае тедитЧ тез. 

2) Лефективные гиперболы — НуреЛае 4еесЯуае. 

3) Параболические гиперболы — Нуре® Лае рагафоПеае. 

4) Гиперболизмы конических сечений — Нуре „Изт1 зесйопит соп1еагат. 

5) Расходящиеся параболы — Рагафо!ае ЧФуегеетцез. 

6) Трезубцы — Тетез. 

7) Кубические параболы — Рагафо]ае сисае. 

274. Типы ветвей. В основе таких характеристик лежат совершенно раз- 
личных родов принципы. 

Прежде всего имеем характеристику по особенным точкам: узловая — с хвойной 
точкой, остриевидная —с точкой возврата и точечная —с уединенной. Кривая 
третьего порядка, имеющая такие ветви, как известно, уникурсальная (5х, у выра- 
жаются рационально через параметр) и в ней. род равен классу. Ё этой характери- 


25 За 3996 Ньютон. 
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стике примыкает расположение замкнутых и разомкнутых ветвей, но только если пони- 
мать ветвь в нашем, а не в ньютоновском смысле. Чистая параболическая ветвь про- 
тивоположна овальной. 

Чем отличается змеевидная (серпентина) ветвь от хонхоидальной (конхоиды)?“ 
Первая имеет ри точки перегиба (фиг. 27), а для вонхоидальной ветви имеем на 
конечном расстоянии (фиг. 28) две точки перегиба. К ним еще следует прибавить 
точку перегиба в бесконечности. 

Ньютон, конечно, не может рассматривать точку перегиба в бесконечности, 
что предполагает не только современное понимание бесконечно удаленной точки, но. 
и представление проективной плоскости как поверхности 
односторонней. 

275. Срединная гипербола. Читатель дол- 
жен обратить внимание на то, что здесь речь идет не 
о том диаметре, о котором Ньютон говорит в начале. 
работы, представляющем диаметр второго порядка. 
Здесь фигурирует диаметр первого порядка. Вообще- 
говоря, — это кривая второго порядка. 

Если он берется в отношении направления па- 
РИ раллельно асимптоте, то одна точка пересечения уходит 

в бесконечность и нетрудно видеть, что в этом случае. 
диаметр первого порядка определяется совершенно так 
же, как диаметр конического сечения, т. е. геометриче- 
ское место середин пар точек пересечения кривой системой параллельных прямых;. 
поэтому такой диаметр можно называть срединной гиперболой. 

Только в частном случае гипербола эта разлагаетея на две прямые. Тогда, 
выражаясь словами Ньютона, можно сказать, что кривая имеет диаметр. 

Когда же это будет? 

Чтобы решить это, следует вывести уравнения трех срединных гипербол: 


2ху-- 2 =0, 
2у — (30242 — 28% -|- 1) —«(2жу- =) =0, 
2у— (3022-|--28& 1) Е «(2ху-Е =) =0 


и определить условия их разложимости на прямые... 


4 


Фиг. 21 


Фиг. 28 


х 
276. Гиперболизмы. Преобразование У == =. ‚ Х =х называется гипербо-- 


лизмом. Построение, с помощью которого достигается это преобразование, очень 
просто: через т(х, у) проводится Ат параллельно Ох (фиг. 29) и откладывается 
АВ=о; О соединяется с В и продолжается до пересечения с`т.Р, параллельной ОУ 1. 

211. Поправки к классификации Ньютона. Ньютон определяет свои 
виды (Зрес!ез) на основании формы кривых в конечном расстоянии, свойств беско- 


1 Техета, Соптев зрбе1а]ез, т. 1, стр. 91; Вельмин, Кривые третьего порядка, гл. 12;. 
гиперболизмы конических сечений исследованы были еще Гюйгенсом. Ниудйетз, Осмугез, т. 10, 
стр. 314, 326, 234, 
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аипранионьващи 


нечных ветвей, а также на основании наличия или отсутствия диаметров. Он на- 
считывает 72 вида. Стирлинг? в первом роде прибавляет еще 4, а Гюа?2. Крамер? 
же настаивает на том, чтобы четыре вида Ньютона (53—56) сводились в двум. 

278. Кривая третьего порядка как пло- у 
ское сечение пяти конусов. Происхождение ньюто- 
новских форм кривых третьего порядка лучше всего разъ- 
ясняется, если доказать предварительно, что все кривые 
третьего порядка могут быть спроектированы в расходя- 
щиеся параболы совершенно так же, как кривые второго 
порядка проектируются в окружности, что было известно еще 
Эвклиду (300 до н. э.), Архимеду“ (287—212 до н. э.) и 
послужило основой исследования Аполлония (225 до н. 5.). 

Ньютон это нйже утверждает, но не дает этому до- Фиг. 29. 
казательства. Это доказывается только Ёлероби Мурдохом 6. 

В настоящее время это делается так: 

Однородное уравнение кривой третьего порядка приводится к виду": 


е — о 2 3 
237? == 9218 -- 365125; --- Золе? -[- 4533, 


принимая за 1, —=0 касательную в точке перегиба, за х.==0 другую прямую, через 
нее проходящую, а за х. =0 поляру. Перенося при проектировании х. =0 в беско- 


нечность, имеем форму: 
2? = аж13 | 365,2 -- 3х, а 


== 428 -|- 3653 -| 3% - а. 


Отсюда вытекает существование пяти различных родов конусов с пятью различными 
родами расходящихся парабол в основании, в сечении которых получаются все кри- 
вые третьего п.рялка. 

Если проектировать на бесконечность прямую, пересекающую кривую в одной 
точке, то получается кривая с асимптотой; ветвь — змеевидная или конхоидальная. 

279. Общие типы Ньютона, как проекции. Является очень затрудни- 
тельным комментировать 72 ньютоновских типа. Много места потребовал.сь бы для 
доказательства положений, которые Ньютон высказывает без доказательства. 

Мы можем толко предложить в очень краткой форме вывод самых общих ти- 
пов кривых первого порядка из проектирования расходящихся парабол, предосгавив 
читателю самому разыскать у Ньютона отвечающие им формы. 


ИЛИ 


1 битйпо, ЦМпеае фетё 1 ог@101$ Межбошалае, 1717. 

2 Сиа ае Маюез, Цвахе 4е Гапа]увзе 4е Пезсаг4ез, 1740; Сатюот, т. 3, стр. 51Т. 

3 Сгатет, Нигодмейоп А Рапь]узе 4ез Нопез соигфев, 1720, стр. 364. 

4 Орега ошша, е4. Нефего, т. 1, стр. 290 (Коноиды и сфероиды). 

5 Ситащ, Мет. 4е Рамз, 1131. 

6 Митао й, Мембоп1 хецез15 ситуагош рег ишугав, Ге1деп 1740; Сйазез, Арегса 13 бог1але, Вги- 
хеЦез 1837, № ве 20, стр. 848. 

1 А. Затоп, Апа1уЯзсве Сеотейе 4ег БбЪегеп ефепеи Кагуеп, 1е1рах 1882, гл. 5, Клиуев 
ЧтИег Отапапх, гл. 3, стр. 211. 
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Прежде всего мы имеем общие типы без особенных точек. 

Г. Первый тип получается при проектировании на бесконечность прямой, 
пересекающей овал дважды и параболическую ветвь один раз (вид 9, фиг. 21, 
табл. ХУГ. | 

Если последняя точка простая, то кривая состоит из змеевидной части и 
гилерболической пары. Если же это точка перегиба, то вместо серпентины. будет 
конхоида. 

1. Второй тип. Прямая, проектирующаяся на бесконечность (мы будем ее 
обозначать через А„), пересекает параболу Р в трех точках, из которых ни одна не 
находится на овале. 

а) Если все точки обыкновенные, то получается трехесторонняя гипербола, 
в простой, перегнутой или дважды перегнутой ветви (вид 1, фиг. 5—7, табл. ХШ — ХУ). 

Ъ) Если же одна из точек есть точка перегиба, то получаютея две про- 
стые гиперболы и дважды перегнутая с овалом (вид 10, фиг. 22, табл. ХУ). 

с) Имеется овал с простой гиперболой и с двумя просто перегнутыми. 

Во всех случаях овал находится внутри асимптотичеекого треугольника и кри- 
вые можно еще различить в отношении расиоложения гипербол в углах асимптоти- 
ческого треугольника, как это делает Ньютон. 

ПТ. А. пересекает Р в двух мнимых точках, — получаются: 

а) овал с сернентиной (вид 33, фиг. 43, табл. ХХ), 

Ъ) овал с конхоидой (вид 39, 40, фиг. 48, 49, табл. ХХ). 

У. Л касается овала, который проектируется в параболическую ветвь и при 
нем имеются: 

а) серпентина (вид 52, фиг. 60, табл. ХХП, 

Ъ) конхоида (вид 55, фиг. 63, табл. ХХП). 

У. Л» касается параболической ветви. Тогда овал остается замкнутой чаетью, 
& другая часть проектируется в параболическую ветвь. 

&) Если третья точка обыкновенная, то одна ветвь пересекает асимптоту и 
имеет две точки перегиба, в то время как вторая имеет только одну. 

Ъ) Если это точка перегиба, то обе части имеют асимпитоту с одной стороны 
и каждая имеет один перегиб. 

УТ. Ах пересекает кривтю в трех совпадающих точках (вид 67, фиг. 74, 
табл. ХХ). 

280. Уникурсальные кривые третъего порядка 2.‘ №онечно, Ньютон 
не знает, что кривые се особенной точкой, как уникуреальные кривые, должны быть 
признаны за исключительный вид кривых. Не для кривых третьего порядка вообще, 
а для этих кривых‘или, вернее, для частного случая их, когда класс равен порядку, 
следует искать систему положений, аналогичных тем, что дает теория конических се- 
чений. Следует различать кривые с узловой точкой, с точкой возврата и уединен- 
ной точкой. 


т 


5, 


1 Мы употребляем здесь не ньютоновскую, а сальмоновскую терминологию: простая, 
дважды перегнутая, просто перегнутая ветви. См. оабпоп, Апа]. СЧеот. .4. ВбВ. еЪ. Кагуепт, 
отр. 221. 

2 юайтоп, стр. 296. 
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1. Если Ах пересекает узел Р в двух обыкновенных вещественных. точках, то 
мы получаем при проектировании две простые гиперболы и одну перегнутую. Эта 
кривая состоит из одной (в нашем смысле) ветви, в чем нетрудно убедиться, нро- 
бегая кривую (вид 7, фиг. 16, 17, 19, табл. ХУ, ХУГ. КЕели третья точка пересече- 
ния Л» с Р есть точка перегиба, то точку перегиба в проекции следует искать 
в бесконечности, и тогда все гиперболы — обыкновенные (вид 8, фиг. 18, табл. ХУ). 

2. Точки пересечения Л.» е Р не лежат на узле. Тогда получаются простые, 
просто перегнутые и`дважды перегнутые гиперболы, из которых последняя дает узел 
внутри асимптотического треугольника. Тут получаются две разновидности, смотря 
по тому, находится ли точка перегиба в бесконечности или нет (вид 2, фиг. 8, 9, 
табл. 1Х). о 

3. Ах пересекает расходящуюся параболу Р в двух мнимых точках. Полу- 
чаются две ‘разновидности, как в предыдущем виде (вид 84, фиг. 44, табл. ХХ). 

4. А» касается узла Р. Происходит перекрешивание; часть узла уходит в бес- 
конечность (вид 51, фиг. 59, табл. ХХГ. 

5. А» касается другой части Р. Остаетея узел, но по этой причине кривая 
разрывается в другой части (вид 47, фиг. 55, табл. ХХТ. 

6. В 4—5 опять две разновидности, смотря по тому, лежит ли кривая по`раз- 
ным сторонам или по одну сторону асимптоты (последнее — в том случае, если точка 
перегиба находится в бесконечности). 

Если двойная точка находится в бесконечности, то асимптоты, касательные 
в. бесконечности к уединенной двойной точке, параллельны между собой. Третья бес- 
конечно удаленная точка получается при пересечении А.. с не узловой или узловой 
ветвью. 

В первом случае точка перегиба находится вне полосы, ограниченной асимп- 
тотами, в которых проектируется угол (вид 60, фиг. 68, табл. ХХП). 

7. Во втором — как раз’ внутри полосы (вид 58, фиг. 66, табл. ХХП). 

Если точка перегиба уходит в бесконечность, то в первом случае обе ветви 
будут по одну сторону (вид 59, фиг. 67, табл. ХХП) от асимптоты. 

8. Если А» касается Р в точке перегиба, то имеем расходящуюся параболу. 

9. Трезубец получается в том случае, когда А» касается как раз в двойной 
точке. 

Асимитота будет давать направление к этой точке, ушедшей при проектировании 
в бесконечность (вид 66, фиг. 2, табл. ХШ, 76, табл. ХХПГ. 

Б, случаю точки возврата переходят, как к случаю предельному, но случаи 1, 
4, 7, совсем отбрасываются. Остаются виды: 

`1) 3 точки на со —2 разновидности; 

’2) одна вешественная и две мнимые — 2 разновидности; 

3) А. касательная — 2 разновидности; 

4} точка возврата на со — 2 разновидности; 

5) касание второго порядка; 

6) Л. касается с точкой возврата. 

Виды с уединенной точкой получаются из видов с овалами при стягиваник 
овала в точку. | 
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281. Классификация Ньютона-Стирлинга. Классификация кривых 
Ньютона по восполнении ее Стирлингом, давшим также доказательства для высказан- 
ных Ньютоном положений, представляется в следующем виде: 


1. Изобилующие гитерболы 


А. Асимптоты а) без средней прямой . 9 видов 
не сходятея (==0) 
(В=0) Ъ) с ней | 1 ер. пр. . 14 видов 
(е=0) [3 еф. пр. ..... 4 „ 
В. Сходятся а)-без ср. пр. .(....... 4 
(В==0) (е=0) - 
Ъ) с потер. тр. ос 
(в=0) |3 еф. пр. .....Т 
Всего . 36 видов 
ГП. Дефективные гиперболы 
а) без ср. пр. (&==0) 6 видов 
Ъ) с ней (==0)... т 
Всего . 13 видов 
ГП. Парадоличесвие гиперболы 
&) без ср. пр. (= =0) Т видов 
Ъ) с ней (е=0)... 4, 
Всего . 11 видов 
ТУ. Гипердолизмы 
А. Гиперболы (1 > 0) а) без ср. пр.. . 3 вида 
Ъ) с ней. О 
В. Эллипса (1 < 0) а) без ср. пр 9 
Ъ) с ней... 1, 
С. Параболы (1 = 0) а) без ср. пр. . 1, 
Ъ) с ней .. И 
Всего . 9 видов 
Т. Растодящиеся параболы 
А. Чистая (о... .. о 1 ВИД 
В. С овалом........ 
С. Узловая... 1, 
О. Точечная .... 1, 
Е. Заостренная ... 1, 
Всего 5 видов 
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УГ. Параллельные прямые 


А. 3 вещественные и различные без оси симметрии. 

В. 3 вещественные; одна осъ симметрии. 

С. Две мнимые и одна вещественная, не образующая оси симметрии. 

О. Две мнимые и одна образующая таковую. 

Е. Двойная и простая прямая. 

Е. Тройная прямая. 

Всего 6 видов. 

282. Из истории кривых третьего порядка. Работа Ньютона „Пере- 
`числение кривых третьего порядка“ была комментирована Стирлингом !, доказавшим 
теоремы, приведенные Ньютоном без доказательств, а затем еще Николем. Оба они 
пополнили классификацию Ньютона. Стирлинг доказывает общую теорему, что при 
‘принятии за ось У-ов прямой, параллельной асимптоте алгебраической кривой я-го 
порядка мы исключаем из уравнения у”, и выводит на основании этого ньыютонову 
ханоническую форму уравнений кривой третьего порядка 2. 

Заметим, что характер стирлинговых выводов сильно отличается от современных 
Даже доказательство существования диаметра проводится иначе, чем мы это обычно 
делаем, т. е. без преобразования координат в нашем смысле 3. 

За Стирлингом следует Маклорен *, который занимается общими свойствами 
алгебраических кривых. Ему принадлежит очень важная в теории кривых третьего 
порядка теорема: „Всякая прямая, проходящая через точку кривой третьего порядка, 
делится гармонически в точках кривой и еще двух точках 0, Е, где она пересекается 
хордами, соедлиняющими точки касания двух пар касательных, проведенных к этой 
кривой из точки 4“ 5. | 

Эйлер 6 посвящает девятую и десятую главы своего „Введения в анализ“ 
‘кривым третьего порядка, которые он исследует аналогично кривым второго порядка, 
кладя в основу разложение на множители аз -- Ву?х —- туд? -|- 848. 

В замечательной для своей эпохи работе ЁВрамер, обстоятельно исследуя алге- 
браяческие кривые с эйлеровекой точки зрения, изучает кривые третьего по- 
рядка Т. 

Но как Эйлер, так и Крамер не уходят далеко от Ньютона. 

Конечно, больше всего сделал Плюкер 8, дающий новую классификацию и поль- 
зующийся сильно усовершенствованным аппаратом алгебры для тщательного иселедо- 
вания большого многообразия форм кривых третьего порядка. 

По его пути идет Клебш. 


1 битипд, пеае $ег1 огапиз Мембоп1алае. 

2 ею, стр. 44—45, 59. 

3 14еш, стр. 71—72; Сатюохт, т. 3, стр. 480—435. 

4 Мас-Гаитчт, деотеа отсалйса, 1720, Сатфот, т. 3, стр. 436. 

5 байтоп, стр. 110. , 

6 См. Сатют, т. 3, стр. 802. 

1 Статег, Путодаейоп & Гапа]узе 4ез Иепез соптЬез а1е6фг1аиез, 1150. 
8 РйсКег, Апа]у@зВе Сбеотефе 4ег а]оег. Кагуеп. 
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Кривым третьего порядка посвящается впоследствии огромное число мемуаров. 
Упомянем имена Штейнера, Сальмона, Сильвестра, Шаля, Гессе, Клебша. 

Для обстоятельного изучения кривых третьего порядка служат работы Сальмона, 
Дюрежа и Клебша 1. 

283. Проективное образование конического сечения. Эта глава; 
имеет очень важное значение. Здесь находится эмбрион проективной геометрии. 

Кривая второго порядка рассматривается в первой теореме Ньютона как пере- 
сечение ‘двух пучков прямых, находящихся в проективном соответствии. Проектив- 
ность пучков АД) и БО легко выводится из того, что (АЛ) проективно (АР), (ВР) 
проективно (ВР), а что касается (АР) и (БР), то они проективны ввиду перспек- 
тивности, как спускающиеея на один и тот же пунктуал заданной прямой. 

Ньютон не дает указания на то, как он доказывает эту теорему. Но, вне 
сомнения, он ее доказывает не так, как я сейчас это сделал. 

284. Органическое образование кривых 2. Так называлось описание 
линии непрерывным движением точки или таким инструментом, что эта точка является 
пересечением известных кривых. 

Органическое образование кривых находим у ван-Скоутена до Ньютона и у Мак- 
лорена после Ньютона. 

285. Построение конического сечения по пяти заданным точ- 
кам. Эта задача решается проще се помощью шестиугольника Паскаля 3; причем 
решение это выполняется с помощью только линейки, в то время как решение, которое 
предлагает Ньютон, требует и линейки и циркуля, так как ему приходится отклады- 
вать углы. Впрочем, Ньютон рассматривает это решение скорей как механическое, чем 
как геометрическое. 

286. Построение уникурсальной кривой третьего порядка по 
семи данным точкам. Решается и более общего характера задача о проведении 
кривой третьего порядка через девять заданных точек. Здесь мы имеем проведение 
уникурсальной кривой через семь заданных точек. Кривая третьего порядка опреде- 
ляется, если определяется образующая кривая второго порядка и углы. Углы известны 
и известны пять точек, отвечающих /), Е, №, Си 4, через которые проходит кривая 
второго порядка, 

287. Графическое решение уравнений. Исследуя ход развития анали- 
тической геометрии, следует иметь в виду, что центр тяжести интереса подвергается 
в ней сильному едвигу. Вначале построение корней является основной задачей, но со 
временем эта задача сдвигается с первого плана. И если Декарт с нее начинает, 
то уже Лопиталь ‘ею кончает: у него построение корней занимает только девятую книгу. 


1 С. Гома, П развадо-е4 ПП ргезепёе деПе ргпе!ра 1 фео11а сеотефт1еВе, Того 1896, стр. 11; 
Теихелта, СоптЪез зрёе1аез, т. 1, стр. 151. 

* Об органическом образовании кривых: Ое- Тен, Иетет(а сагуатит Нпеагили, кн.1, также 
в скоутеновском издании „Геометрии”“ Декарта, Мас-Гаитлт, Чеотефтяа отоашеа; Бтскетчаце, 
ПезерЫо Ипеагат согуагат, Гоп4оп, 1733, РЬЦ. Тгалз., т. 39, 11735; см. также Ньютон, Мате- 
матические начала затуральной философии. Органическое образование кривых второго по- 
рядка, отд. 5. 
3 Разс, Евзалз зиг ]ез сот аиез, Оемугез сошр|., т. 2, Рамз 1818, стр. 354—351. 

+ Г’НорНИ, Тгайф6 асз сесНопз соп1ацез, Раг!з 1107. 
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, графическому решению _„(поетроению“) уравнений, к которому приводят гео- 
метрические проблемы, открываются два пути: 

1) изыскание уравнений, определяющих известные кривые или во всяком случае 
кривые, которые вычерчиваютея простым непрерывным движением: 

2) определение геометрического значения простейших алгебраических уравнений. 

По первому пути шел Декарт, ло второму (независимо от Декарта) Ферма 1. 

Задача Паппа („Даны по положению несколько прямых, найти геометрическое 
место таких точек, что если от точек провести под данными углами к данным прямым 
прямые, то отношение произведения некоторых из них к произведению остальных 
будет постоянным“.) получает у Декарта особенное значение потому, что те кривые, 
которые дают ее решение, включая в себя конические сечения, являются в его 
глазах естественным их обобщением. Лекарт находит среди них и другие извеет- 
ные кривые, для которых удается вычерчивание их непрерывным движением. 

У Ферма мы уже имеем общий метод приведения уравнения к системе урав- 
нений, определяющих две величины, и вытекающий отсюда способ построения корней. 
Сущность его состоит в том, что уравнение 


Ф (1) = (+) 
приводится к (д) =6 (г, и), 
(В = (и, у), 


где 9(х, у) выбрано так, что по сокращении проиеходит упрощение. Слюз 2 как общий 
прием выставляет более простую схему: 


9 (2, у) =0, х==%(у), 


где каждое уравнение определяет известную кривую, которую можно построить непре- 
рыввым движением. 

Бесспорно, что в направлении разыскания лучших методов графического реше- 
ния уравнения точек многое сделал именно Ньютон, но только не в настоящей работе, . 
ав „Общей арифметике“, где этот вопрос обстоятельно разбирается. В этом напра- 
влении ето учениками являются Крэг 3 и Бекер' +. 

288. Аппарат решения травнений. Обращаю внимание читателя, что 
одна кривая берется Ньютоном раз навсегда вычерченной. Ньютон и раньше его 
Валлие, решая кубическое уравнение /3==ах-2Рф с помощью кубической параболы 
) = 3 и прямой у = ах-—- 65, подходят к аппарату для решения уравнений, в настоящем 
случае —к вычерченной параболе и линейке. 

овездочка в уравнении обозначает отсутствие члена с какой-либо степенью +. 

289. Решение уравнений с помощью уникуреальной кривой 
третьего порядка. Кривая 


уз-- оу? -Ё су? -- да?у ежу - [е° -- 922 =0, (1) 


+ Р. Еегтия, АЯ 1юсоз р]апоз еф зо 903 1за502е; нем. перев. в Оз$ ма]? КаззЩетг (\л@еКлтег 
„ЕтЁЬгиох Ш 91 еЪепей ип КбгрегНеве Огфег“, Тере 1923. 

2 5Изе, Мезо]а Тат, Гоп4оп 1659, 1668; Можиса, Шзбоге дез таб 6тайвлез, т. 3, стр. 159.. 

3 Отд, Ое Не. даа4га%. еф 4е 10с13 сеот., Гоп4доп 1694. 

4 Мемуары БВаскег’а, в Мет. 4е ГАс. дез. Бе., 1108—1709. 
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как нетрудно видеть, имеет в(0, 0) двойную точку, так как для этого значения у 


о %_ 
= =0, 3/ =. (2) 


Но Ньютон, конечно, этих условий не знал. В существовании двойной точки он, наверное, 


убедился, определив последние отношения р в начале координат из 


уравнения: 
у \* 9 \* у \* у — 
(ны (+ (ьчио 
что давало 
си -еь--9==0, 
т. е. 


< 62 6 —469 
ИС ии 
Конечно, при этом необходимо было предполагать, что 6?— 469>0, ибо 
в противном случае мы имели бы не двойную, а уединенную точку, что, впрочем, е точки 
зрения уникурсальности кривой безразлично. 
Можно строить эту кривую по точкам с помощью циркуля и линейки, задавая 
у и строя для данного у абециесу 1, определяемую квадратным уравнением. 


КОММЕНТАРИИ К „МЕТОДУ РАЗНОСТЕЙ“ 


290. Наименее отклоняющиеся кривые. Ньютоновское интегрирование 
с помощью рядов не следует понимать как интегрирование приближенное. Ньютон 
мыелит совокупность всех членов как актуальную бесконечность, как нечто завер- 
шенное. Но это интегрирование дает между прочим и средетво приближенного вычи- 
сления при ограничении определенным конечным числом членов. Бесконечное число 
членов, для каждого из которых возможно построение, равновеликого ему прямоуголь- 
ника, приводит, как мы уже имели случай отметить, к квадратуре в том смыеле, как 
эта задача понималась для круга, но с актуально бесконечным числом операций. 

Между этим подходом в квадратуре и приближенной квадратурой, исследуемой 
Ньютоном в данной работе, имеется глубокая разница. Здесь приближенная квадратура 
вполне соответствует тем приближенным квадратурам, которыми особенно охотно 
занимались в ХУП в. 

Основная идея состоит в том, что кривая, ограничивающая криволинейную 
трапецию, заменяется другой, Олизкой ® ней, возможно мало от нее отклоняющейся, 
и постулируется, что и площадь, определяемая ею, будет мало отклоняться от пло- 
щади данной. 

Конечно, длизость кривой — понятие неопределенное и в большой степени 
зависящее от интуиции. 

Если стараться освободиться от последней и проводить строго логическую точку 
зрения, то приходится близкими считать также кривые, расстояние х между которыми 
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(последнее, правда, можно брать различно: по нормали к одной из них или по общему 
направлению ординаты) возможно мало или, точнее, наибольшее из расстояний между 
которыми будет возможно мало. Если задается определенный класс кривых, то, стре- 
мясь к лучшему приближению, следует брать ту кривую, для которой ® имеет наж- 
меньшее значение. Это уже высшая точка зрения, на которую Ньютон не полымается, — 
это точка зрения Чебышева 1. 

Ньютон же остается, так сказать, еще при „наглядной“ аргументации. Он счи- 
тает близкой и дающей лучшее приближение ту кривую, которая имеет с данной 
кривой наибольшее число общих точек и форма которой поэтому менее всего откло- 
няется от формы данной. Ньютон еще в 1676 г. в своем письме к Лейбницу высказы- 
вает мысль о пользовании такими близкими) кривыми при определении квадратур. 
В „Математических началах“ (кн. Ш, лемма 5) он предлагает для приближенных 
квадратур находить кривую параболического типа, проходящую через произвольное 
число точек кривых, и указывает на вычисление последовательных разностей, как на 
средство для достижения этой цели. 

Я уже сказал, что Ньютон никогда не оперирует с суммой бесконечного числа 
бесконечно малых; у него есть мысль, которая должна была превратиться в первую 
лемму анализа бесконечно малых, позволяющую в пределах отношений заменять бес- 
конечно малые их эквивалентами, но у него нет ничего, соответствующего второй лемме, 
согласно которой такая замена возможна и в пределах сумм. Этой второй лемме 
в приближенных квадратурах соответствует принцип замены в сумме, выражающей 
искомую площадь, площадей очень малых криволинейных трапеций входящими ИЛИ 
выходящими прямоугольниками, или вписанными трапециями, или, наконец, вообще 
приближенными их значениями, вычисленными согласно вышеизложенным идеям 
Ньютона. И эта точка зрения чужда Ньютону. В направлении к формуле Эйлера про- 
„двигают исчисление разностей математики не ньютоновской, а лейбницевской школы 2. 

291. Интерполяционная формула Ньютона. Должен предупредить 
читателя, что работа Ньютона очень трудно читается главным образом благодаря 
своему совершенно для нас непривычному обозначению. 

Конечно, самым важным пунктом ее является знаменитая интерполяционная 
формула Ньютона, основная в современной теории конечных разностей. 

Мы ее пишем в 


Ко ад-- Ш Аба) Е е-юе—&—№ ми, 


1.2 
в) и ь (2—2) 43 Ге ) 
+ 1.2.3 в Е... 
или так: 
уу — 2) О 8 п ео 2 =. д? ае-[... 


если х, — 2 = —41 ==. —25=4.—1. == ==Ах. 


1 См. работы Чебышева о квадратурах и функциях, наименее отклоняющихся от нуля, 
в его „Сочинениях“. 

* Историю исчисления конечных разностей см. бейюато, ПШетепхепгесвииие, Епсус1. 
4. МабЪ. \УУ1ззепзсваЖеп, 1898—1904. 
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Ньютон же, не владея обозначением Ау, ведущим свое происхождение от 4“у, 
введенного Лейбницем, дает эту же формулу в другой, очень громоздкой форме. 
Следуя М. Кантору !, я буду писать ее в обозначении современного типа: 


У = 0 - (5 — 40) 2-Е (1 — <) (х — о) о -- (2 — 45) (2—2) (—=)%-- 
= (х— 52.) (1—4) (&— =) (— ово ..., 
где 
Ао. 1 4. 1 АЗуо . 1 Ао 
Ад МТ. 2 Аа 0 1.2.8 ° Аж 1.2.3.4 ° Ада" 


20 —- 


В сложных рассуждениях Ньютона мы находим последовательные операции для полу- 
чения коэфициентов 2%, % И т. д. 

292. Конечные разности и формула Тейлора-Маклорена. Прямым 
продолжателем Ньютона является Тейлор 2. Ему мы обязаны дальнейшей разработкой 
исчисления конечных разностей. Одно из отличий Лейбница от Ньютона ‘состоит в том, 
что последний все стремится мыслить в области непрерывной Непрерывная область 
изменения переменного, изменяющегося во времени е определенной схоростью, тоже 
непрерывно изменяющейся во времени, у него стоит на первом плане, а изучение 
конечных разностей лишь на втором. Он смотрит на них только как на средство при- 
ближенного вычисления того, что дает непрерывное изменение. 

Лейбница же, наоборот, к понятиям инимеграла (по его более ранней термино- 
логии — суммы) и диференциала приводят его исследования по хомдинаториве 
и теории чисел. Формулы диференциального исчисления строятся по образцу формул 
для конечных разностей, через которые он сперва проходит. 

Тейлор подходит, можно сказать, к ньютоновским флюкеиям с лейдницевекой, 
а не ньютоновской стороны, & именно от конечных разностей. 

Тейлор сперва выводит интерполяционную формулу Ньютона, пользуясь сле- 
дующими обозначениями: г, х суть две переменные величины, причем г равномерно, 
изменяется на приращение 2. так, что #2 ==%, @—2==%, % —2==%” И Т. Д. 

В то время как 2 возрастает до 2-—-т, т, говорит Тейлор, становится: 


И 
(2 : 


г: 9-5’ 0.9’. 
ори т 1. Ека 1.2.3.2: 


--|--.И т. д. 


Отеюда легко выводится знаменитая формула Тейлора в форме: 


. 4; .. 9:2 
д х т Ре +... итд, 


в предположении, что разность 2 бесконечно мала и при замене +5” через 12, 0.%’.5” 


через +3 и т. д. 
293. Метод разностей в современных обозначениях. В нервом 
положении Ньютон говорит о величинах, обозначенных нами 2%, %0, ©, 9. 


1 Сатот, т. 3, стр. 312—375. Интерполяционвая формула Ньютона в обычном ее виде 
находится уже в „РешеЦла“ (русск. пет., стр. 544), он пользуется сю при вычислении положе- 
ния кометы в данный момент из данных ряда наблюдений. 

2 Втоок Тауюот, МеёВобаз шегетепботит @тгесба еф шуеквза, 1715, Сапгог, т. 3, стр. 318 — 383. 
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Рассмотрим сперва 2,. Пусть уравнение вспомогательной параболической кривой 
будет: 


д 1. 


у орала ааа а --... а, ца": 
‘берем на данной кривой точки 
(ху, 1/1)» (Хо, Уз), ...) (%„» У») 


в чиеле, равном числу коэфициентов 4.. 
Такая кривая будет давать лучшее приближение при вычислении квадратуры. 


Мы имеем уравнения: 
—1 
у; =а, а, 2, а, д-р... ах; о. (1) 
Они дают для разностей 
Уча Ук — АУ, 


выражение 
К=п—1 
Ау; — у а} (7; — 2). 
Е =1 


Положение первое говорит о том, что Ау, делится нацело на х,,,— 7, (так что 
частное 2, ееть полином от х; и #;. ‚). А именно, как нетрудно видеть: 
„8 
2; =а, Га, НЫ ут) Е 
-- а, (* аа х;--2 чат 2,)-|.. (2) 


при 7=0 мы будем иметь коэфициент при 2, —%- 
7: 


Затем исследуются коэфициенты %, = Ах 
ры й 
зящимея к парам ординат (2,2, ,), (Яру Яо): 
(7, -— Я о, +:—,) = 24$. 


и 


Величина 2Ах =1,,,—, и есть то, что Ньютон называет интервалом, отно- 


Как легко видеть: 

и а, Га, (7, .- пая) 

г 72 1 

Нада Нея, Р я)... (3) 

7 , А; 

Далее рассматривается. =, И находится, что 

9—4 ра, (а-я, РР)... ит. д. (4) 
Следует отметить, что в положении первом, собственно, не ставится ограничение, 
что ряд ит ах-Г а.1?-—-... обрывается. Его можно мыслить бесконечным, и в этом 
случае мы будем иметь решение системы уравнений с бесконечным числом не- 


известных. 
Ло конца Ньютон проводит выкладки только для я = 5 
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В этом случае 
Ч — \%, 
ав = 0 — (24-5 2-2, -- 20) 4, 
д == % — (2-21-20) о - (ах ааа Ехо то | 21 -- Хо), 
@1 = 20 — (2. -- о) що + (пох, -- Зло Е 210) % — 
— (али, -- дуть | зато -- 297110) 4%, 
ао — 90 — 2020 -- 2.5 — Жхок -|- 255521204. 


Ньютон указывает, что сперва следует взять а, =; зная а., он находит @з 


по формуле 
аа == — (2 -- 2-28-24) а} 
зная же о и а, он вычиеляет а, по формуле 
ао = — (2-2, 20) аз -- (237. -- 212) аа и т. д. *. 

294. Формула Стирлинга. Отмечаемая здесь Ньютоном формула назы- 
вается обычно формулой Стирлинга, который ее подробно доказывает. Она употре- 
бляется также Котесом, но забывается вплоть до Лагранжа, который обращает на нее 
внимание 2. Дальнейшее ее исследование принадлежит Опольцеру 3. 

295. Интерполирование вперед и назад. Общие формулы, из которых 


выводитея интерполяционная формула Ньютона, если через 4, В, С... обозначить 
значения функции Х при х=—а, 6, с ..., можно написать в следующем виде: 


Х=А-+ (х— а) [а] + (х — а) (1—5) [9] | (1— а) (2—5) (# — в) [абв] -- 


+ (&— а) (#—5) (1—6) (#— 4) [аве@] |... _ а 
ВА а....А 
С = а а 
[6е] — [96] т [0] ее [46са] 
а | 0....0 и а, са 
абеа) — 8] — [406]. а р [са] ее] [бсае] ав [абсае{] 
те [4е] [сае!] 
ее... .@ [4еТ] 
уе. я 
г....Е 


Изменяя порядок а, 6, с, а, е, [, получаем: 


Х=р-+(#— а) 4] + (#—4) (#— в) 9] + #—а) @—9@—д) ей 


- (х—94) (1—6) (4—6) (#— 5) (еаеГ)- ..., (2) 
& также 
х=0-(#—а 4 -+(@#—4@—0 (09 +@—@@&—9(#—е а + 
+ (2—9) (1—9 (—6©) (в — 5) веае | ... (3) 


1 Сатщот, т. 3, стр. 313 — 396. 
* Софез, Нагтотща шепзигагата, 1729; Гадтапде, Зот ]ев Ниегро]аюопз, Оепутгев, т. 7, стр. 685. 
3 ТА. Оро[2ег, гезтЪась 4ег Вавиезтшипя, [е1р7йх 1880. 
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Замечая, что в случае равных промежутков х — а = №, 


вы“, 
о 
оо 
получаем из (1), (2) и (3) три формулы: 
х—А-наА-- О О Аза |... (4) 
х= р-р «— й У во О мо... 5) 
хХ=р— ео ОСЬ в... (6) 


Первая формула известна под названием формулы Ньютона. Формула (5) 
удобна, когда х находится вблизи 4 и вообще между 4 ие, (6) — когда х находится 
`между си 4. Формула (5) дает интерполирование вперед, формула (6) — назад. Интер- 
полировавием на середину называется пользование формулой, полученной сложением 
(5) и (6): 

х— С-В _1 О 8 Д*А -1- А4аЕ 
2 8 128 2 


296. Формула Ньютона-Стирлинга в обозначениях Энке. Если 
ввести употребляемое в теоретической астрономии обозначение Энке: 


Аргумент Функция 1 разность 2 разпость 3 разность 4 разность. 
а — 2 Г(а— 2) п(“—5) Г" (а— 2) и (в —5} У (а—2) 
а— © Г(@а—1) "(*—5} Г (@—1) п" («— 5 Г" (а—1) 

2 2 
а Г(а) . Г" (а) . Г" (а) 
(+3) (+3) 
а-Ро Г(а—- 1) : Г (а 1) : Г (аи 
1 11 
+» Гочу Г('+1) моду (+2) мочь 


то формулы (4), (5) и (6) примут следующий вид: 


Гат) = Гир (а) +” ао 


% (п— 1) (п 


ии (ао) от Геэ+... @ 
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я (1 — 


парте (1 + 
им (1 + еее Е" (а а)—..., 0) 


о > 
.) .).: 


(а по) — Рареа! («— ОИ Иа а 


ЕО» При («— 5)+ (въ РЕ Они О НМ (а и... (8 


Складывая и деля на 2 два последние уравнения и принимая обозначения: 
т 1 Г 
(+) («—5)|=7@) 
8 1 1 1 
ти (а- т) (+5) |= Гео, 


= | — | „= 
——Ш 
— 


ИР (апр 
5 И (а-о-- Ра] =Р. 


получаем формулу Стирлинга-Ньютона: 
. Т 912 [ (в 1) 7 (%—1) И 
Г (а-- по) =Ё (а) ар (&-, 157 (а (а) -- 
Ее... @ 


297. анторовская реконструкция рас- 
суждений Ньютона 2. Ньютон приводит здесь при- 
мер квадратуры. Восстапавливаются 4 ординаты на 


расстоянии друг о Пуеть сумма внешних 


ординат равна А, а средних В. Ньютон утверждает, 


2 


Е _ ‚ а площадь 
) 


что орлинат в середине равна 
А-В 
С 
этот результат. Кантор реконетрунрует рассуждение Ньютона (в современном 060- 
значении) следующим образом: 
Пусть (фиг. 30) 
Зоб = у ДПР. ==, АБР. = у М.Г, = 


Фиг. 80. 


[. Ньютон не тказывает, как им находится 


1 Епке, Оъег тесвализсве Очайгабих, Вет1. Лазгу. 1837 или Сев. АЪЬ. т. 1, стр. 21; Епеуе]ор. 
Ччег Мабт. №7155. Ш„ Ваизеииндег, ПйегроаЯот, стр. 801. 
2 Сащог, т. 8, стр. 315—316. 
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суть упомянутые орлинаты, так что 
В 
— р — — 
Принимаем 0, середину РуРьз, за начало координат и откладываем положитель- 
ные абсциссы налево, а отрицательные направо, так что 


оь=4, овеа, ОР, ОР.=—. 


Пусть уравнение кривой будет 


у = в -- ах -- 417; 
тогда получается: 


В Е? В Е? 
У = 0 Г -5_ “1 Раб» Р-Н 56 Ч, 


в 2 В [2 
Уз — 0 — 5 @1 Г 5 @% Уз = 0 — а. - 4. 


Отсюда выводится, что 


В? В? 
Уо-- Уз = А = 24% -[- 5-4», УР У = В=2% 5. 6. 


Из этих уравнений, далее, получается: 


4 В? 9А —9В 
А — Б= 9 Яо И 05 = 4 о . 
А 1 9БВ—А . 
Но тогда @ == О ик Г Тем самым уравнение кривой приводится 
& ВИДУ: 
9В—А 9А —9В 
——— 7 
У 16 --а,2-- 4 22 д 
95—4А 
и при х=0  получаетея, что ОМ —— 6 —› Бак и утверждает Ньютон. Неопре- 
хеленность а, не имеет здесь значения. Искомая площадь выражается интегралом 
Е В 


2 
9.272 3 
(ю-- а,х - а.2?) ах -=| ах -- —5— -- —— 

“Е 


— — == 


2 


опять-таки в согласии с утвержлением Ньютона. 


КОММЕНТАРИИ К ПЕРВОМУ ПИСЬМУ НЬЮТОНА К ОЛЬДЕНБУРГУ 


298. Письмо Лейбница к Ольденбургу. В 1673 г. Лейбниц сообщает 
о своем открытии независимо от Мутона формулы для выражения у„ через у, Ау, 
А?у, ... А”уо (т. е. начатков исчисления конечных разностей) и о том, как эта 
формула привела его & суммированию рядов. Тогда же он укавывает на метод ква- 
Ядратуры круга, эллипса и гиперболы посредством преобразования их другие кривые, 


26 Зак. 39096. Ньютон. 
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1 1 
хвадратура которых дает квадратуру данных, дает свою формулу-г —= 1 — З -- = 


Знаки диференцирования он еще здесь не употребляет. 

299. Английские ученые, занимавшиеся рялами. Таковыми 
являются: Николай Меркатор ! со своей „Логарифмотехникой“ (1668 г.), дающий 
известное разложение 15 (1-- а), Броункер, приведший геометрический вывод формулы 


1 
122 = — + -- Г ... Валлис 2, сделавший добавление к „Логарифмотех- 


нике“, Дж. Грегори $ со знаменитой работой „Об истинной квадратуре круга и гипер- 
болы“, содержащей быстрее сходящиеся разложения логарифма и геометрические дока-- 
вательства результатов Меркатора. 

300. Стевин и Виета. Способ приближенного решения Стевина * сводится и 
к ныне еще употребляемому нахождению промежутков, в которых заключается корень, 


уравнения 
А (2) = В (а), 


путем подстановки д =, В, с, 4... 

Если А (с) < В(‹), а А(а)> В (4), то корень заключается в промежутке (с. @).. 
В этом случае между с и @ ветавляем еще другие числа и производим такое же 
испытание, суживающее еще больше промежуток, в котором заключается х. Совер- 
шенно иначе поступает Виета, 5. 

Мы ограничимся только квадратным уравнением. Этого будет вполне дозтаточно,, 
чтобы понять идею этого метода. 

Искомый корень уравнения 472 -|- 65 == а предетавляется в виде х =, -- 5. -- Хх.» 
т. е. суммы трех слагаемых, так сказать, различных порядков малости. Уравнение 
принимает вид: 


а ал -- са: -- (а, в) „На, | [2 (@ Е 2,) 5 в] 2-2. 


Как и в методе Ньютона, первое приближенное значение х, т. е. первый член 2». 
предполагается известным (его можно найти по способу Стевина). Второй член Виета 
предлагает найти следующим образом: 

Вследствие малости х. и х. Виета позволяет себе считать т. чаетным от деле- 
ния (0—2. — сл, на 27. --с. далем, зная т», он на таких же основаниях для опре-- 
деления т. производит деление 


— [и Неа, - (2, в) а.-Ра.— а] на [2( 2) --‹|. 


Эдесь повторяется то, о чем Ньютон говорит в „Анализе с помошью уравнений 
с бесконечным числом членов“‘и в „Методе флюксий“. 


1 №. Мегсафот, Госат и тофесвт1са (Зет!рфогез 1обаг Ве! Мазеге’з, Гоп4оп 1791—1807). 

* См. РЫЙ. Тгалз., 2, стр. 645—649, 13/ЛУ 1668, 17/УШ 1668, РЬП. Тгапз., 11/УШ 1668. 

3 /. СДтедоту, Уета отсаЦ её пурегфо]ае даайга$ига. , 

+ бемт, ГатИвт6Ичиае сопфепап$ 1е5 сошрибаЯопз дез пошьгез атИвшёйдиез оц уШхайте». 
ам: РА1еехе ауес 1ез 6длаопз, 1585; Сатот, т. 9, гл. 69, стр. 626. 

5 Ува, ш атбеш апа]уйсешт Тзагосе, стр. 1—12; Сажют, т. 9, гл. 69, стр. 640. 
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301. Выражение зш 2 через зтЁ Полатая аз =, 5. = будем 
иметь выражение зт ё через шт ё: 
п (12—11). 
Е — Аз 
311 Е = ИЗ 5.3 9 Е 
п (7? — 1) (#8 —9) „5, п (0—1) (2—9) (22—25) . 
Е ТЕ. 
т 1:9:8.4.5 Г. 2.8.4.5.6.0 чат... 
Таким же образом 
и? . 92 (1? —4) . 12 (п? — 4) (1? — 16) 
1 _— о Е 7 аб 
608 1 =1 53 С 1.2.8.4.5.6 1 Е... 


С помощью комплексных чисел эти формулы легко выводятся для и целого и положи- 

тельного. Принадлежат сни Якову Бернулли. Конечно, находятся они им иначе, чем 

мы их устанавливаем, — некоторым весьма искусственным способом 1. 

28043.-- 5044991 — 225498 
504076110 

28043 -- 2254 — 50442 

504076110 ° 

303. Задача Кеплера. Эта задача самим ЁВеплером была поставлена как 
задача о разделении в данном отношении площади эллипеа прямой, проходящей через 
фокус. К ней приводится задача об определении положения планеты по времени, про- 
текшему от момента прохождения ее через перигелий, или, что то же, по средней 
аномалии (экецентрической). 

В самом деле, согласно первому закону Кеплера площадь, описываемая радиу- 
сом-вектором, пропорциональна этому времени ${ и поэтому находится в отношении ко 
всей площади, как Ёк Т (времени обращения). Аналитически эта задача сводится к 
решению уравнения х— ет х = и относительно х. 

Эту задачу Кеплер 2 объявляет непосредственно неразрешимой, он находит 
единственный путь в составлении таблиц для средних аномалий и определении по ним 
для данного и соответствующего х. Ньютон применяет к уравнению Кеплера метод 
„Вега #151“ в форме, аналогичной той, в которой этот метод им устанавливается 
для алгебраических уравнений (эту форму можно найти в любом современном учебнике 
теоретической астрономии). 

Литература 0б уравнении Кеплера, начинающаяся с Ньютона, очень велика. 

Упомянем имена Валлиса 3, Германа +1, Жеорат 5, Клеро 6, Лагранжа 7, Боссю 3; 
Лапласа 3. 


302. Ошибка Ньютона. Вместо в издании Нотеу 


(М№емфот! Оризеща, т. 1, стр. 110) етоит 


1 Мет. де ГАс. 4ез Бс. 1102, Орега, т. 2, № 91. 

2 Керет Орега, Соштепф. 4е Э4еПа МагИз; см. Нъютон, Математические начала нату- 
ральной философии, отд. 5, пред. 31, стр. 139. 

3 Таз, Тгасфабаз 4е сус1014е, Орега, т. 1, стр. 540. 

4 Не’татт, Сот. Ас. Реф., т. 1, 1726, стр. 144. 

5 Леаито, М6. ргез. а ГАс. 4. Эс. т. 4, 1163, стр. 564, 601. 

6 (Четам, Тьвоме 4е 1, Таше, 1152. 

’ Гадтатде, Мет. 4е ГАс. 4е Вега, 1769. 

8$ Воззиа, Мет. 4е ГАс. 4. 5с., 1111. 

9 Год асе, Твое да топуетет$ еф 4е 1а Ихите @1НрИчие дез лапёез, ат, 9. 


26* 
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304. Двукратный интеграл. Это наиболее удивительное место в письме 
представляет собай не вычисление объема тела вращения по формуле 


[ 


= / 2х, 


0. 


а более сложную задачу определения объема, заключенного между четырьмя плоско-. 
сетями и поверхностью эллилсоида по формуле 


о В 
° р 9? 
0 0 


Реконструировать здесь ход мыели Ньютона очень трудно. Можно только с опре- 
деленностью сказать, что Ньютон здесь дважды употребляет разложение: 

1. Разложение радикала по степеням у, считая х постоянным, и интегрирование 
его от 0 до В. 

2. Разложение результата по степеням х и интегрирование от 0 до ч. 

305. Формулы Гюйгенеа !. Гюйгенс дает не только эту приближенную фор- 
мулу для дуги, но и другие, лучшие: 


—4и„)2 
9 2-34, 


тде и, И ч, суть етороны п-угольника и 2п-угольника, описанного в круге, 
а ›„— дуга, стягивающая первую сторону. Эти формулы представляют приближенные 


—- (2% -- Зи) | 


У 
выражения —— в виде: 
эт х 


а е0зх--с 0х  а--Ьеозх-Р сс03?х -- 4 в033х 
е-- } с05 1 е-- {05 < -- 96052 х 


306. О приближенных значениях 


Результат Ньютона можно пред- 


ставить в форме 
х 14 -- с05х 


зтх 9--660$х’ 


Его предшественником являетея Николай Кузанекий ?, выразивший прибли- 
женное спрямление дуги формулой 


д 3 
зтх  2-Р е0зх’ 


1 Ниудетз, Ре атсаЙ табспНадше и переписка с уап ЗеВоофеп и Стегогаз & 5-ю Ут- 
сепе; Гая, КопзтакЯюопеп ии Арргох!паопеп, стр. 202. 
2? Ре МабъетаЯса регЁес\опе, Орега, Раг1зИ, 1515, ВазПеае 1565. 
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которую доказал Снеллий!. Последний (фиг. 3, табл. ХХУ1) берет Ка =1, и АЕ у него 
1 - 
оказывается приближенно равным дуге. Ньютон же берет К@=1 — $1 %15 #. 


а-- 6 05 х 


Ньютонова приближенная формтла — лучшая из формул типа — 
р форму у форму с 0032 


Формулы 


шах 


ДлЯ Ньютона и Николая Кузанского можно рассматривать как первые подходящие 


значения непрерывной дроби; следующей за ними является 


тах _ 51-- 48 в0зх-[-6 с052 х 
Хх — 80 -- 25 с05 5 


Формула Ньютона для угла не свыше 45° дает ошибку не больше 19,572. 


КОММЕНТАРИИ К ПИСЬМУ ЛЕЙБНИЦА И КО ВТОРОМУ ПИСЬМУ НЬЮТОНА 
К ОЛЬДЕНБУРГУ 


307. Рациональные фигуры. Под этим термином Лейбниц разумеет кри- 
вые, определяемые уравнением у == (1), где х (5х) — рациональные дроби; он придает 
большое значение определению их площадей (или, лучше сказать, следуя терминологии 
того времени, — величины этих фигур), что сводится к интегрированию рациональных 
дробей. 

По Лейбницу выходит, что все необходимое для интегрирования рациональных 
дробей было дано Меркатором. Но е нашей точки зрения это дано было не Мер- 
катором, а именно самим Лейбницем, так как первый дает только, разложение в ряд 
интеграла от простейшей рациональной дроби, т. е. то, что при современном пони- 
мании интегрирования рациональных дробей совершенно ненужно, а Лейбниц дает, 
что наиболее существенно, — приведение дроби к простейшим. 

308. Учение о преобразовании Лейбница. Это по существу метов 
подезтсиновки, который Ньютон в „Методе флюксий“ не употребляет, но который высту- 
пает в „рассуждении о квадратурах“, — весьма вероятно, под влиянием Лейбница. 

У Лейбница же и его учеников подетановка играет существенную роль. 

Следует помнить, что содержание не только „Метода флюксий“, но и 
„Анализа с помощью уравнений и т. д.“ Лейбницу было неизвестно: 060 всем этом 
он знал только из писем. Далее часть письма пропущена. 

309. Задача Дебона. Место это представляется неясным. Может быть 


|) . 
здесь речь идет о неизменном выражении для га ио диференциальном уравнении 


| 4 
первого порядка, представленном в виде = у), что представлялось как есте- 


ственное обобщение типа задачи, которая называется задачей Бона. 


ООО 


1 биейа Суботефма, 1621; Глитфет, Вейтёсе тат @ефгамев @ег Мабтешайк ип@ 4егеп 
Ап\епаипо, ВегИп 1765, 2, стр. 316 (так же Архимед, Гющенс, Ламберт, Межандр „О квадратуре 
круга“, 1934). 

2 Т. УаШМеп, КопзбгакЯопеп ип Арргохааюпеп, Герд 1911, гл. 2, стр. 188; Ма&Ъея5, 2; 
стр. 71, 9—10, 1897, стр. 129, 153. 
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Едва ли Лейбницу могла казаться трудной задача определения кривой с постоян- 
ной подкасательной. 

Задача же, предложенная Боном! геометрам, состоит в разыскании такой кри- 
вой, что ордината РМ находится в том же отношении к подкасательной, что и дан- 
ная линия РК ==а к разности между ординатой МР и абециесой ОР (фиг. 31). 
Декарт нашел некоторые свойства этой кривой: это линия 
се постоянной подкасательной на асимиптоте, которая 
образует с ОУ угол в 45°. 

Методом диференциального исчисления задача 
впервые решается Лопиталем и Иоганом Бернулли ?. 

Задача приводится к диференциальному уравнению 


[ У-ТР т ду: аз =а:(— %), 


ИЛИ 
Фиг. 31. ах = у ду — ау. 


Уравнение приводится к 
а(4ах — 4у) _ 


а х— у —@ 


и затем к 


У 
Г а-х—фу @` 


Если кривая проходит через начало координат, то 


[#1 3; 
= :- 
а-х— у а 


310. „Игра природы“. Вместо „той же природы“, т. е. „виз пабигае“, 
в издании Кастильона стоит „Гааз пабогае“, что следовало перевести „игра 
природы“. 

Это — загадка, которая разрешается просто тем, что слово было неясно на- 
писано Лейбницем и было неправильно понято другими, в том числе и Ньютоном, что 
Лейбниц разъясняет в своем письме к Конти. Ньютон же употребляет это выражение, 
как высказанное Лейбницем, во втором письме к Ольденбургу. 

311. Из истории формулы бинома Ньютона. По утверждению Кест- 
нера биномиальные коэфициенты впервые встречаются у Штифеля“, который дает 
их до семнадцатой степени. Он получает их сложением, т. е. по формуле 

С, С — Ория , 
но он не знает, как выписать биномиальные коэфициенты для какой-либо степени 
независимо от коэфициентов для низигих степеней. 


1 Сапюот, т. 2, стр. 856. , 

2 ]опгп. 4ез зсахалз, 1692; Асфа ЕгайИотиаш, 1694., 1696; Яков Бернулли обобщает задачу; 
см. его Орега, № 72; К1деТ Маф. Убщеграсв, т. 1, стр. 240. 

3 Казтег, безсюЬ“е 4ег Мабпешай Е, т. 1, стр. 49; Саог, т. 3, гл. 85. 

4 би{е, Ативштейса Пцеота, 1544, кн. 1, гл. 5. 
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Этот аддитивный метод заменяется мультипликативным уже Бриггом, только 
нравило выражается словами, а не формулой. Но он, конечно, ограничивается лишь 
целыми положительными степенями. Некоторые, как Иоган Бернулли, приписывают 
открытие общей формулы бинома Паскалю 1, давшему для вычисления фигурных чисел 
свой знаменитый „арифметический треугольник“, хотя он и не выявил значения фи- 
гурных чисел в разложении (&-- 5)”. 

Собственно Ньютону следует нриписать обобщение формулы на случай какого 
угодно я; его вывод остается также неполной индукцией. 

Кольсон в своем комментарии к английскому изданию трудов Ньютона в 1736 г. 
дает доказательство формулы Ньютона. 

Доказательство привел и Хорелей? в своем издании. Это доказательство при- 
писывается Рафсоном Чейну. Оно переработано Кестнером 3 в 1758 г. Формулой би- 
нома занимались Эпинус*, затем Эйлерб, Лагранж6. Много работ находится в РВ1о- 
зореа1 Тгамзас 1015 7. 

312. Анаграммав8. Пафа зециа$1оте дио$сипаце Ё|пеп$ез дпав- 
16 абез 1пу0о|уешёе !|их1опез 1пуеш1те, её у!1се уегбва, т. е. по данному 
уравнению, содержащему сколько-либо флюэнт, найти флюксии и обратно. 

313. Интеграл диференциального бинома. Ньютон дает достаточное 
условие выражаемости алгебраической функцией интеграла диференциального бинома 


[= [ х” (а ох’)рРах, (1) 
т —- 1 


‘состоящее в том, что — — равняется целому положительному числу. Ньютону 


известно преобразование 


1= [ д” (ид ” 1 БР ах, 
т —- 1 
® 


а поэтому и случай интегрируемости -- р равняется целому положительному числу. 


Ё этим двум случаям следует прибавить еще тот, когда р-— целое положительное число. 
Ньютон выводит это из полученного им выражения, которое можно понимать 


так* й 
У саун Герт Ги р 


Гар РОГ(и-1— м 


= 


1 Разса], 1№е &Мапе]е агИйтёИчие; Самфот, т. П, стр. 149. 
2 Нот еу, т. 1, стр. 286. 

3 Казтет, Апз]. 4. еп]. Сгбззе 

+ Аерттиз, Моу. Сотт. регор., т. 8, 1760, 1161. 

5 См. №у. Сотш. рет., т. 19, 1714, стр. 108. 

6 См. Тьбоме 4ез {опеМопз апа]уЙдиез, № 18. 

т Т. битрзоп (1151—1152); Воъетзот (1195); бешеПе (1796). 
В Сатохт, т. 8, тр. 185, 251. 
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т-—-1 
Оно обрывается, если —„_ == весть целое число. В противном случае в. = со 
Формула (2) получается интегрированием по частям. Ближе к Ньютону будет. 


способ неопределенных коэфициентов, приложенный к схеме 


Гы Вы 25 ... |. (3) 1 
. у уй 


314. Лейбниц 0б интеграле диференциального бинома. Для 
истории элементарных методов интегрирования важной и интересной является приписка 
Лейбница на этом письме Ньютона. 

Мыель Лейбница идет в направлении эйлеровского интегрального исчисления. 
Он оперирует подстановкой там, где Ньютон оперирует своими примитивными мето- 
дами разложения в ряды. | 

Я привожу (не полностью) это место, которое интересно еще в отношенив 
лейбницевской символики 


Г а=.. 2” 
й —1 


Г 
Ф—е- [2 °, = [йе * 42. 


Мени" ‚Га: 2той 2” — 0, 


В нашей символике левая часть имеет вид: 
2” е- "аа. гтотаз 


Лейбниц употребляет уже тот же знак, что и мы, а именно Г для интеграла, 


вместо ньютоновского словесного выражения: „флюэнта, для которой флюксия равна 
тому-то“. 


в 
п|е--]{=2°, что читается так: и-я степень е-|- [2*. 


Вместо (е-- {2*)” он пишет 


Черточкой и точкой (которая не всегда ставится) Лейбниц, вероятно, хочет подчерк- 
нуть, что: я — показатель. 


Далее Лейбниц пишет: 


1 Об интегрировании диференциального бинома см. Саотг т 3, стр. 185—186, 288. . 
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Таким образом подстановкой 6 сводится в более простому выражению 


———ы—ы=—ы—ы— 
——— 


е| 9 | 
= [° ; "о, 
т 


откуда, в том случае, если 9 целое число, имеем абсолютное решение (по-нашему 
алгебраическое). 

315. Об интеграле диференциального бинома. Уже сравнительно 
скоро после Ньютона устанавливается достаточность того условия, что одно из чисел 


т-—-1 т—-1 
т-1 -- р, р 


7 п 


есть целое число (а не целое положительное), для приводимости в площадям хони- 
чесвих сечений. Вогда вполне входят в Употребление логарифмические и круговые 
функции, теорема эта обращается в условие приводимости, — не только достаточное, 
но и необходимое, —к логарифмическим и круговым функциям. Доказательство необ- 
ходимости этого условия было приведено Чебышевым 1 (причем из его доказательства 
следует и необходимость ньютоновекого условия для алгебраической интегрируемости), 
но только для Рациональныхе т, п, р. Для случая иррациональных т, и, р это было 
установлено много позже мною ?. 

316. Геометрическая квадратура. Геометрическая квадратура здесь 
означает алгебраическое интегрирование. Теория, конечно, указывает также на воз- 
можность построения, но только уже не с помощью циркуля и линейки, а с помощью 
конечного числа геометрических (по-нашему алгебраических) кривых. В этом случае 
выражение Ньютона нужно понимать так: построенное сложением и умножением е по- 
мощхю степеней переменного и степеней бинома. Выражение „же непосредственно“ сле- 
дует понимать в смысле степени бинома в разложенном виде, например, (а -|- 6?) в форме 


аз —- 342622 -- 3а62х* -- 6346. 

В неясной форме здесь намекается, что приведение к более простым интегра- 
лам возможно теми же методами, что и алгебраическое интегрирование, т. е. спосо- 
бом неопределенных коэфициентов при помощи определенных схем приведения 
(& поэтому, — чего сам Ньютон не видит, — интегрирования по частям). 

317. Смотри приведенное ва стр. 232—233 письмо Чирнгаузена. 


318. Единственность степенного разложения. Аргумент в пользу 
того, что ствпенное разложение является единственным, основывается на том, что если 


Г (<) = ща, х - а? --... 
(=) = НЫ -Н62°--..., 


а, =0,. 


то 


1 ТзспеБузспе!!, Зиг ГифбегаМоп @Чез @16тепеЦез итаоппеПез, Лопгпа1 4е ТлочуШе, 
т. 12, 1858. 

2 Д. Мордухай-Болтовской, Об интегрировании в конечном виде диференциальных би-- 
номов, Известия Казанского математического общества за, 1926 г. 
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319. Ньютон против метода преобразования. Это несколько неясное 
место письма разъясняется так: Ньютон не пользуется подстановкой, а употребляет 
методы (параллелограм), непосредственно приводящие к степенным разложениям отно- 
сительно любой переменной. Лейбниц же сперва упрощает функции / (7), полагая & == 
= (2) или 1 ==0 (1), так что он разлагает уже не [(х) по степеням 2х, а Г [6 ()] = 
— (&) по степеням &, так что х у него уже не людое переменное, как у Ньютона. 

Впрочем ниже и сам Ньютон совершает в духе Лейбница подстановку. Однако 
не для того, чтобы получить выражение в конечном виде, но бесконечный ряд. 

320. Рады Дж. Грегори. Мы сказали бы не последний член, а бесконеч- 
ность членов; в то время бесконечное число рассматривается как число, последнее 
в ряду чисел. 


Грегори: доказывает, что если ©, и 48, суть площади вписанного и описан- 
ного. около окружности правильных я-угольников, & ©, ио,, — соответственно 2я-уголь- 
ников, то 


т. е. первая величина — среднегеометрическая между ©, и ©, а вторая — среднегар- 


моническая между 5, и ©,.„. С помощью этих формул он получает сходящийся ряд 
многоугольников, окончание ($егт11а410) которых есть круг. здесь заключается ранний 
пример зарождения мысли о пределе. 

321. Проведение кривой третьего порядка через 7 точек. 
Последнее утверждение следует понимать иначе, чем первые два. В первых двух 
указывается номдольшее число произвольных точек, через которые проводится кривая. 
А для кривой третьего порядка таких точек не 7, а 9. В „Перечислении кривых 
` третьего порядка“ Ньютон строит не вообще кривую третьего порядка, & уникурсаль- 
ную, проходящую через 7 произвольно заданных точек. 

322. „Гармония измерений“ Котеса. Ньютон указывает на возможность 
приведения к площадям конических сечений (по-нашему к логарифмам и круговым 
‘функциям) ряда интегралов. Мы видим, что Ньютон ушел очень далеко в формальном 
интегрировамии. Методы у него, конечно, иные, чем те, с помощью которых Мы найдем 
все намеченные им интегралы и, более того, иные, чем у Лейбница, который первый 
дает метод интегрирования рациональных дробей. При реконструировании их следует 
руководствоваться „Рассуждением о квадратурах“ Ньютона. Прямым продолжателем 
Ньютона в этом направлении является Котее?. 

Его работа имеет важное значение не только с точки зрения дальнейшего раз- 
вития методов интегрирования и характеризует напор логарифмических и круговых 
функций. Интегралы, которыми он занимается, это — те, которые намечены Ньютоном, 


1 Латез Стедоту, Уета, отецИ её пурегЪо]ае дладтафига; Мотиса, Нзфоте 4е 1а гесЪегсце 


Зиг 1а даабтабаге, 1831, стр. 95—101; Саот, т. 2, гл. 11, стр. 717, ем. Ниудетз, ФЗоптп. @аез 
. зсамапз, 1668. 


2 Созез, Нагттота тепзататиш, 1729. 
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и их естественные обобщения. Котес, как и Ньютон, трудится над таблицами инте- 
гралов. Видимо, именно эти таблицы и вызывают необходимость искать краткие обо- 
значения, & последние приводят к мысли рассматривать выражения для некоторых 
простейших площадей конических сечений как основные чисто аналитические опреде- 
ления, как элементы построения. Обозначения Котеса имеют мало общего с вовремен- 
ным. Он пишет для интеграла от 


21-1 
42 
е-- 2" 
выражение 
2  В+Т 
ея 
где 
[а 
в=]/ —-, 
| 
а 
Т=е? , 


2 В.Т 
по-нашему — это. В № — _› Так что вертикальная черта означает то же, что ло- 
гарифм, хотя толкуется иначе, чисто геометрически. Аналогичная форма даетея им и 

е 


Г 


для случая > 0, когда интеграл равен 


9 @ 1тИ^, 
—— —— агро 22 е 
ще и: ° 


причем знаку | также дается геометрическое определение. 

По этому направлению идет и Роберт Смит, издающий по смерти Котеса его 
работу. Смит приводит 94 формулы, из которых 18 принадлежат Котесу. За ним сле- 
дует в том же духе работа Волмелея!. Отметим длинную историю интеграла 


д 
оч 
|: ^ 42 
т 21 
е-- {= 92 
который сыграл в истории неопределенного интегрирования не менее важную роль, 
чем интеграл диференциального бинома. 


1 Татезеу, Апа]узе 4ез тезигез 4ез гаррогёз её 4ез ал]ез оп гедис&юоп 4ез 1тёбота]ез 
зах 1огагтИйшез еф амх агсз де сеге, Рагз 1153; Моте, М1зсеПалеа, апа]уЧеа, Гопаоп 1130, 1. 1, 
ргор. 5, 1. 3, ргор. 12 (обобщение результата Котеса); Т. 6%трзо"п, Езвауз оп веуега] зи }есёё т 
‚зрес. ап4. их. шаВ., Гопоп 1740; [ой. Вегпои, Асфа ЕгааЦогит 1719. 


412 КОММЕНТАРИЙ 


323. Ньютонов. ряд для г. Мы укажем, как получается эта весьма инте- 
рееная формула. Конечно, я буду действовать не так, как Ньютон. Легко видеть, что 
1 


ат Ч 5 
[ туза У? [ато (У 2-1) — ато 1, 


0 
1 


ах = = 
[а -и? [агоёе (У2 — 1) ато 1]. 


Складывая, имеем: 


Степень погрешности при пользовании ньютоновым рядом. 
Ряд Ньютона можно привести к виду: 
2 2 2 2 
к. 
3.5 ти . 13 (2% 1) (2"--3) 
Ошибка будет при пользовании * членами этого рода меньше, чем первый 
2 
отброшенный член, т. е. м. 
р (2% 1) (2-3) 
2 < ] 
(2% —- 1) (2-3) `^ 1050? 


Решая неравенство 


приближенно получаем: 
100 мп 1010 
—_ 9 — > = о 
ИУ 27 2у2 

324. Синус-верзуе. Ньютон употребляет ныне совершенно вышедший из 
употребления синус-верзус: отрезок на диаметре между перпендикуляром из конца ра- 
диуса и дугой, который выражает так: ”— с0$у, если с05у понимать в ньютоновском 
смысле, т. е. 


у 


х — 60$ у = Зи $11? 


где синус уже понимается в нашем емыеле; тогда вторая формула Ньютона ево-- 
дитя к 


где 
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325. Циклотехника. Так некоторые авторы называют аналитические по ха- 
рактеру методы вычисления числа п, возникшие при введении в анализ рядов. Старые 
методы элементарного характера, которыми мы обязаны Архимеду, указавшему верхнюю 

1 10 
и нижнюю границы для т:3 ти 31° применяли Виета?, А. Роменус и Лудольф 
ван Цейлен, причем последний доходит до 32 десятичных знаков. Галлей и Шарп 
пользуются уже разложением арктангенса, и вычисление доходит до 72 знаков. Ланьи 3 
‚довел его до 127 знаков4. 
1 

Ньютон, пользуясь разложением агсёс 5» вычисляет до 14 знаков. В. цикло- 

технике огромное значение приобретали формы типа: 


к 1 1 
4 = А ато _ - В 2108 —, 


где 4, В, т, п целые числа. Формула 
п 1 1 
ч= 4 аго& с =— 21065 559 


позволяет Машину (1706) вычислить я с 100 знаками. 
Вега вычисляет п с 140 знаками по формуле 


п 1 1 
— =2 ас — —- ат —. 
4 5810 т 
Аналогичные формулы даются многими авторами. Штёрмер исследует возмож- 
ность формулы общего типа 
]ЕР 


к 1 
рт =», Ё; ато т. 


== 7 


Приводим список последовательных достижений в вычислении значения т: 


Число 

Год знаков 
эсвагр ....... 1699 12 
Масвш ....... 1706 100 
Тату. ....... 1719 121 
Уега ........ 1189 126 
Уега ........ 1194 140 
ВщВегога...... 1841 152 
Эви ....... 1844 200 
Вабегота ..... 1853 440 
Эсвапе8....... 1853 530 
Все ....... 1853 500 
эевапкз. .`.. ... 1874 107 


1 См. Архимед, Гюйленс и др.,О квадратуре круга, 1934. 
2 Узаюв, Орега, ед. Эепоо$еп. 

3 Гадпу, Мет. 4е [Г’Ас. 4. Зе., 1119. 

4 Сащог, т. 3, стр. 618. 
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326. Ньютон и Лейбниц об определении числа по его лога- 
рифму. Полатая в разложениях: 


в ё #2 53 


ии ИВ ЧЕ ВЫ 


ке в 
1 РТТ. 11.95.81” 


= пт, 
имеем | шх, (№5) _ (0х) 
= 1.2 1.2. 1.2.51“ о 
] | 
те 6. (П) 


Лейбниц для определения х по ш х пользуется первым разложением, Ньютон же— 
вторым. Лейбниц знает степень погрешности при вычислении с помощью знакопере- 
менного ряда и поэтому пользуется рядом Т. С точки зрения экономии времени 
Ньютон прав, давая предпочтение ряду П и отмечая работу, которая требуется для 


1 
обращения числа, т. е. перехода от Е. 


327. Элементарные методы и ряды. Ньютон здесь предлагает произ- 
водить вычисление синусов на основании формул сложения синуса, вычисленного 
с помощью рядов, и этот элементарный метод подробно излагается. Интересно отме- 
тить, что Ньютон, которому мы больше всего обязаны рядами, относится к рядам 
с меньшим доверием, чем мы. 

Он всегда больше заинтересован практической, чисто вычислительной, & не 
теоретической стороной дела. Не обладая общими меходами для приведения рядов 
к более сходящимея (но чувствуя необходимость этого), он от рядов ожидает всегда 
слишком большой затраты труда. 

В некотором противоречии с замечанием 0 ненужности этих разложений 
Ньютон, далее, определяет синус и косинус угла А, от которого он начинает свои 
операции именно с их помощью. 

328. Истинные, или правильные, логарифмы — десятичные, бригговы; им про- 
тивополагаются натуральные, гиперболические при основании е = 2,718281828... 

329. Логарифмотехника. Отметим основные моменты в истории техники 
составления логарифмических таблиц. После таблиц натуральных логарифмов Непера ! 
в 1614 г. следуют тригонометрически-логарифмические таблицы Урсинуса? и десятич- 
ные логарифмы Бригга3 в 1624 г. Методы вычисления логарифмов совершенствуютея 
до Ньютона Мерватором в 1668 г., Грегори и Галлеем * в 1695 г. 

330. Метод Ньютона вычисления логарифмов. Ньютон предлагает 
вычислять ш(1--7) при х==0,1 и х==0,2, так как в этих случаях ряд Ш (1-2) = 


} 


1 № ерет МИмИе1 ГобатИвтогаш Сапоп1$ Пезсг ро, ЕашЪ. 1614. 
2 Отззтеиз, ТИхопотейа саш шазпо 1осагИтотит Сапопе, Со]ома 1655. 
3 Вт99, АтбЬтейса ГобагИВиТса; о ней Сапзтог, т. 2, стр. 832—850. 

+ НаНеу, РЫП. Тталз. 1695, см. Сазмог, т. 3, стр. 84. 
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= —— т ... является быстро сходящимся. ш2 он вычисляет не по формуле 
1 1 
1 — — —— — —- зо 
па = 1 5 -- 3 , 


очень медленно сходящейся и требующей для определения второго знака после запя-. 
той 100 членов, а по формуле 


02—29 11,2 — 1 0,8 — 10,9. 


При таком вычислении, конечно, если Ш 0,8, ш 0,9 вычислены с 13 знаками, . 
ш2 следует брать лишь © 12 знаками. Последняя цифра в 12, т. е. 7, является 
вомнительномй. 

_ №10 Ньютон вычисляет по т2: 


п 10 =3ш2 — 10,8 =6Ш 1,2 —4 10,8 — 3110,9; 


так как сумма коэфициентов 
б--4--3=13 >> 10, 
то нельзя ручаться и за 12-ю цифру Ш: 


[1 10 = 2,3025850929938. 


Дальнейшие операции еще больше сокращают число бесспорных знаков. 

Ньютон вообще никогда не производит точного анализа степени погрешности. 
и не замечает этого недостатка своего остроумного метода, сильно снижающего его. 
ненность. 


331. Метод обращения рядов. В этой форме обращение рядов ветре-- 
чается только здесь. 

Следует отметить, что Ньютон берет всегда разложение по степеням одного 
переменного (с коэфициентами, являющимися полиномами от другого). Разложения на 


2 = @%-|- (4017 -—- 9,0) -- (@1222 - а .лу-- ау?) ... 


он не знает. 


332. Синуе геометрический и числовой. Следует помнить, что для 
Ньютона синус есть не ожиношение, а перпендикуляр, опущенный из конца второго 
радиуса на первый, причем не обязательно при х=1, а при всяхом ух; так что дая 
каждого х имеется свой синус. 

Заметим еще, что мы пишем просто 


1 23 1.3 2 ‚1.3.5 27 
у = атеза #=#- >, 5 5 Тодт: .. 


# 


Ньютон же 1) не имеет знака атезш и пишет: дуга будет = 


— 


д 
2) вместо х берет >. 


333. Анаграмма. 

Опа ше фо@из 0131596 ш ежтаейопе Наепйз даа аз ех аедиаМопе зипа 
щмуоует4е Пихопеш елаз. АШега фапбли 1ш аззитирИопе зет1е! рго диап ае дла Пе 
шеостКа, ех даа себега соттойе детуат1 роззипь, её ш соПа&опе фегитогит Вот Лоотат 
аедиа 1011$ гезифал 5 а4 егиетдоз {ег поз аззитарбае зег1е!. (Перевод см. на стр. 259). . 


416 КОММЕНТАРИИ К ПИСЬМАМ К ВАЛЛИОСУ 


334. Лейбниц 0б обратной задаче о касательной. На-этом письме 
рукой Лейбница приписано: 


ТВ, ь ВС, у, АВ, 2; ТВ равно = у 
у 


(это хорошо известная формула для подкасательной). 


“ау 
У 


Пусть &# равно у“ [мы бы написали у(у)], 4х равно 


Г ба 176, У 
. ф | 


и 2 равно 


——_, ——__ равн 


У у у 


в. квадратурах. Еели ГС дано через х, то х 


Если ГС дано через у, то 'у определяется 


д. р 
:у:: д: ауи —ы равно В и у 
т у 


(У) 


определяется в квадратурах. 

Отсюда мы видим, что Лейбниц интегрировал (вероятно, так же как мы) урав- 
нение [(у’, у) =0. 

Интересно отметить здесь несколько другой путь приведения решения обралт- 
ной задачи о касательной к квадратуре, по которому шел Крэг (1693). 

Он брал вепомогательную кривую (ее тоже можно назвать в расширенном 


смысле — квадратрисой) с ординатой, равной поднормали 1/у’, и находил ее площадь 
ыы 


НЫ 
[ зу= | иау=*. 
0 0 


Таким образом поднормаль дает возможность ему определить не у, а у?'1. 
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335. О письме Ньютона Валлису. Вастильон замечает, что экземпляр 
этого письма не был опубликован. Валлис делает из него извлечения большей частью 
в словах самого Ньютона. 

336. Интегрирование с помощью ряда. В уравнении У *у‘у” =0 
Ньютон полагает 

У У-1 т 
у=ах 0х о-..., 


ХУ = (а Ъ-Р... (а 1... ... = 


— ау вост -- у -- \в — В -- ... 


что дает 


Ньютон приравнивает показатель 


То -- у (% -- №) — В 
показателю наименьшей свободной степени х, т.е. ^, и из уравнения 40 Ну (®% -- В} — 
— № ==^ определяет у. Приравнивая коэфициент при этой степени нулю, он получает 
уравнение >, 14^ (›4)^* =0. Полагая, далее, у = ал” р, он получает У Като" ор — 0 
и ср, р’ поступает так же, как выше суиу.’. 


`1 аегпагаь, ГЛе Еп44ескип8 и т. д., стр. 112; Сгаз9, Методмв йог. Нпе!з гесЯз сотшрге- 
репз., 1685. 
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